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0. INTR~OUOTI~N 
Dans ce travail on poursuit l’etude s espaces HP de fonctions 
harmoniques au dessus de l’espace hermitien hyperbolique muni de sa 
metrique invariante commencte dans [5]. On s’interessera plus ptcialement 
a l’etude globale d s espaces HP definis a l’aide l’indgrale d’aire d
Calderon Lusin. Lepoint de vue local ayant Cte Ctudil par Putz dans [26]. 
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Nous dimontrons que pour 1 < p < +oo tous les espaces HP coincident. (Ce 
resultat  paru dans 16, Comptes Rendus 19761.) On Ctudiera les 
horospheres, centrees aupoint al’infini, munies de la metrique induite. C la 
nous fournit alors un exemple de varied oti apparait lecomportement 
particulier du noyau de la chaleur pour t -+ 0 quant la variete possede des 
points conjugues; ce comportement avait ete etudie n general par 
Molchanov dans [24]. On obtient un resultat reliant lacroissance des 
fonctions harmoniques avec le fait que les valeurs frontiires sont dans un 
espace de Sobolev. On peut voir [9] oti Feffermann etStein, dans le cas de 
R” x IF?+, determinent des valeurs au bord distributions da H, pour 
0 < p < 1, ou bien [ 131 ou Geller etudie le comportement de contractions de 
distributions sur legroupe de Heisenberg. 
On introduit nefonction deLittlewood-Paley G(f)qui est en fait un 
potentiel d  Green du carre du gradient d’une fonction harmonique et on 
compare sa norme dans HP aux normes deja detinies dans HP. On remarque 
alors que la fonction de Littlewood-Paley G(f)est directement like aux 
fonctions a oscillation moyenne bornee ce qui avait deja ete remarque par 
Gundy dans iR” x IPf [ 141. L’etude cette fonction G(f) nous montre que 
les espaces HP ou l’espace des fonctions B.M.O. peuvent tous e caracteriser 
par le “defaut” d’harmonicid du carre des fonctions harmoniques. On utilise 
alors la connaissance explicite de la fonction deGreen du domaine t le 
theoreme probabiliste de dualite d H’ B.M.O. [ 141 pour caracteriser H’ t
demontrer que l’espace des fonctions B.M.O. est le dual de H’. 
1. NOTATIONS DEFINITIONS ET BNONC~S DES PRINCIPAUX RBSULTATS 
Nous utiliserons essentiellement les definitions et otations de[ 5 1. Nous 
en rappellerons une partie etcompleterons pour notre tude. 
Soit D l’espace hermitien hyperbolique de C”, n > 1, detini par 
D = z = (z,,..., 
I 
zJ E C”; h(z) = Im z, - 2 /zk12 > 0 , 
2 ! 
muni de sa metrique invariante ds2= -8Log h. A est le laplacien invariant 
associt, V le gradient. Par fonction harmonique on entendra toujours 
fonction C2annulee par A a valeurs eelles ou complexes. On identifiera l  
bord de D, 30 = {z; h(z) = 0}, avec le groupe d’Heisenberg N de dimension 
2n - 1. On utilisera ssentiellement les coordonnies horospheriques (g, ), 
ou s E S = {s; s> 0) est le groupe des dilatations et g E N avec pour z E D 
s = h(z), g = (u, 23, oil 
U=Rez,, f=z2,...,zn, 
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La loi de groupe dans N etant definie par 
g * g’ = (24 5) . (u’, 3) = 24 + u’ - 2 Im TT z;z;(, z’+z” 
k’, 
pour gE N, un domaine admissible de Koranyi d’ouverture a se delinit, avec 
la kw I gl I1 =max(l u I7 II ,W>, par 
T,(g)={(g’,s’)ED;Ig-‘. g’/, <us’}. 
Sur N la mesure uclidienne 2  - 1 dimensionnelle d/3 est invariante a 
gauche (d’ailleurs biinvariante). 
Pour f E &(N, PI on pose Ilfll, = C.li If(dlP /3gY’. 
La convolution de deux fonctions f etgsur N est d&tie par 
f* h(g)=l fWW-’ . ddp(v)=/ fk~-lVW@W~ 
N N 
Avec z = (g, s) E D et u E N le noyau de Poisson se note P(z, u) = 
P,( g, u) et par invariance a gauche t symetrie [5] on a P(z, u) = 
P&u- ‘g, 0) = P,(O, g-‘u). On le notera P,(u-‘g) et on a 
n 
P,(g) = (u’ + (~~llil12)2)“’ c = 2”-*z-T(n). n 
On designera parF une fonction detinie dans D et parf (par exemple) une 
fonction delinie sur N. Si F est harmonique dans D f sera sa valeur aubord 
si elle existe. 
Pour fE L,(N, dj?) on a l’integrale de Poisson def definie par 
F(g, s) = Poisson[ f ](g, s) = f * P,(g). 
On a une base des champs invariants  gauche sur N
xk=$+2J’k-$ 
k 
2<k<n, zk=xk+iyk. 
On delinit l’espace de Sobolev Wj 1 < p < +co sur le groupe nilpotent N. 
Pour fdetinie sur N on pose 
lVNf I’=(x,f)2+d 2 {(xkf)2+(ykf)2} 
k=2 
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On a alors 
we = f E L,(N, d/Y), X f, XJ Y,f, 2< k < n, existent au sens 
P 
1 des distributions et s tdans L,(N, d/?). 
W; ’ est alors ledual de l’espace de Banach Wj. 
On peut maintenant e oncer lepremier theoreme. 
THBOR~ME 1. Soit F harmonique dans D et sk = 2-k, fk la fonction 
definie SUT N par fk( g) = F( g, sk). Soit 1 < p < +co. 
Si ~~EO 2-w2 Ilfkll, < +oo alors F a des valeurs au bord dans W;‘: I1 
existe f de Wi r telle que lim,_, fk= f pour la topologie faible de W;’ ; de 
plus il existe une constante C > 0 telle que pour tout kE N 11 f,/,, < C. 
On ditinit aussi l’integrale d’ ire d Calderon Lusin pour F dtfmie dans D
AK a>(g) =‘(I 
r,(g) 
(I Wz)ll’ d4r)) li2, 
OU I/ VFJI designe lalongueur dugradient de F pour la metrique etdw 
l’ilement de volume riemannien. 
N(F, a) etant la fonction maximale admissible definie dans [5]. On a 
alors: 
THI~OR~ME 2. Soit F harmonique dans D. Alors il existe une co&ante 
C ne dependant que de a, p et n telle que pour 0 < p < +a. 
IIAK allIp = IIFII~ < C IIWC allIp = C IIFII~. 
On definit l’espace H: par 
F:D-+G,Af=O,IIFI/~ <+co, lim 1 l~hw)l”dp(d=+ s-cc N
TH~OR~ME 3. Pour 1 < p ( +oo, H; = HP et les normes correspon- 
dantes ont equivalentes. 
Pour U x Z E D X D on note par G(U, Z) la fonction de Green de D. On 
considtre la fonction de Littlewood-Paley associee  la fonction de Green. 
Pour F dtfinie dans D
G(F)(Z) = (,, G(Z z) II Wz)l12 d&j) “* 
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II W’)II, = sup (1 I W’)(g, s)l” @Cd) I” ST-0 N
THBOR~ME 4. Pour tout p, 2 < p < +a~, il existe d ux constantes c t d 
ne d&pendant que de a, p et n telles que l’on ait pour toute fonction F 
harmonique dam D 
C II WII, G lIFtI; G d II W)lI,. 
On dltinit la fonction de Littlewood-Paley sur N
g(F)(n) = 0’” 1) VF(n, s)ll” G) I’*. 
0 
TH~OR&ME 5. Pour tout p, 1 < p < tco, il existe d ux constantes c et d 
ne denpendant que de a, p et n telles que pour toute fonction F harmonique 
dans D. 
C II dF)Il, 6 IlFllp G d II dFIl,- 
D&in&ant les fonctions B oscillation moyenne bornke (B.M.O.) sur N 
relativement aux boules deKoranyi on a alors. 
TH~ORI?ME 6. Soit fE B.M.O., alors pour tout 1 <L < +a~, tout s> 0 
et tout xE N, IfI” *P,(x) est fmi et il existe une constante C,independante 
def, telle que si F(x, s) = f * P,(x) alors 
II Whw, < C Ilf I1m.o. e 
RECIPROQUEMENT. Si f est mesurable sur N et If ( * P,(O) estjkie (alors 
f se prolongue partout par F(x, s) = f * P,(x)) et si 11 G(F)II,,(,, < C alors f 
est dans B.M.O. auec une norme equivalente. 
T&OR&E I. HA &ant Pensemble d s fonctions mesurables sur N telles 
que s,f (x) d/?(x) = 0 et f . P;’ est une fonction born&e. Alors Hi est dense 
dans H’. 
THBOR~ME 8. Toute forme lineaire continue sur H’ s’ecrit 
(o(F) = 1,lo’ O”Wx, s> .Ug * P,(x)> c@(x) $, 
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06 g est dans B.M.O. (unique a une constante pres). Deplus si f2 - P;’ est 
dans L,(N, d/?) on a 
P(F) =( f(x) g(x) @(xl 
N 
I. CROISSANCE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET 
VALEURS AU BORD DANS w;' 
On determinera en premier lieu la solution f damentale de ’equation de 
la chaleur sur I’horosphtre A, munie de la mttrique induite par la mttrique 
de Bergmann de D. 
Ceci nous permettra, bien que cela ne soit pas utile pour cette etude, de
fournir un exemple precis devariete riemannienne ou le comportement 
asymptotique pour ttendant vers 0du noyau de la chaleur differe selon la 
position du point d’arrivee. C tte solution f damentale nous servira pour 
une estimee cruciale de mesures harmoniques dans la demonstration du 
theoreme 1.
Premiere partie. Comportement asymptotique d  noyau de la chaleur de 
Phorosphtre A, le long des geodesiques 
I. Noyau de la chaleur de Phorosphkre A, 
On identifie II, avec N et on utilisera l s coordonnees (u,x0, y2,..., x,, y,). 
Un calcul facile nous montre alors que la metrique de A, induite par celle d
D est don&e par 
s2g,, = f, S2&.2k = -+Yk+ ,T 
S2gl,2k+l =fXk+l, l<k<n-1, 
S2g2k,2k = (s + Y:+ l>, S2g2k+l,2k+l =@ +4+1h 
“g2p,2k+2 = -Yp+lXk+I~ l<p<n-1, l<k<n-1, 
S2g2p,2k = -Y,, 1 Ykf 1 ) p f k. 
LEMME 1.1. sX,, fsli2Xk, $s”~Y,, 2 < k < n, est une base orthonormee, 
pour la metrique d A, induite par celle d  D, de champs invariants a gauche 
par N tangents a A,. 
Demonstration. I1est clair que ce sont des champs de vecteurs tangents a 
A,. Le fait que la base soit orthonormee r sulte du calcul dela metrique sur 
A, ci-dessus. 
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LEMME 1.2. Le laplacien As de l’horosphtke A, munie de la mPtrique 
induite par celle de D vaut: 
AS=s2-$+sAk. 
06 A, est le laplacien de Kiihn. 
La demonstration resulte immtdiatement d  celle dulemme 1.1. 
La forme de l’operateur elliptique AS etle calcul effect& dans [ 111 du 
noyau de la chaleur de44, vont nous permettre de calculer  noyau de la 
chaleur deA’. 
On designera respectivement par 
PXV9 g), P&3 g), P~,&s g) et P&9 g), 
la solution f damentale de ’tquation de lachaleur 
de p6le vcalculee en gE N i l’instants t, de A, munie de son Clement de
volume dp” = dg/2s”. 
Comme ces operateurs sont invariants a gauche dans N on a pS(v, g) = 
PS(O, v-’ . g) que l’on otera pi(u-’ .g) et de m&me pour les autres. 
LEMME 1.3. 
Dkmonstration. 11resulte d la forme de l’operateur 44, + e2Xi que 
Pw( g) = P4.1 * PE.,( g), ou la convolution esteffectule surle group N. 
D’apres [9] on a 
P&) = (.&q L/R (A)“-‘exp (F-q. A) dr, 
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de plus p,,,(g) est un noyau singulier porti par le centre qui se calcule 
facilement 
p,,,(g) = c(2ir),,2 e-uYZtr’4G9~ 
En integrant surle centre de N et en tenant compte de la valeur de p4,1( g)
et du fait que 
1 
&(27Q)“2 ‘1, eI 
-iru’/t -u’=/2tE= 
e 
du’ = ,-rw2t 
on a 
Remarque. Lorsque Etend vers 0P4,r,t( g) converge v rs p4,t( g). Ce qui 
fait que l’on approxime la solution fondamentale de l’equation de la chaleur 
d’un operateur hypoelliptique par celle d’un opirateur elliptique on a
P&T) =P4,4,t(g)* 
Le groupe S des dilatations agit par isometric sur D et les horospheres 
sont isometriques entre lles par action de S: 
de sorte que l’on a
A S*S’ = S’A$, 
P;(g) =pP(4/s .g>, 
d’ou le resultat annonce. 
Dans toute la suite de cette premiere partie onsuppose que n = 2 et s = 1 
et on pose g = (u, z), z = x + iy et on utilisera l’indexation (1, 2, 3) pour 
(u, x, Y). 
2. Courbure sectionnelle de PhorosphPre A, 
On calcule s coefficients de laconnexion i partir deceux de la mitrique 
determines au paragraphe 1 
l- 2,13 - 2,31 = r -rjJ2 = -l-,,2, = -2, 
r 2,23 = r,.,, = 4~~ r3,23=r3,32 = 4~~ 
r 3.22 = -8~9 r2,33 = 43x3 
tous les autres coefficients tant nuls. 
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On calcule alors les coeffkients du enseur decourbure 
R - 1, R,3,,3= 1, &,,=4(J”+x2-3), 12.12 
R - 0, 12.13 R 12.23 = -zX, R 13.23 = -2~9 
tous les autres coeffkients &antconnus apartir deceux-ci. 
d’ou les courbures s ctionnelles des s ctions correspondantes 
x2 + y2 - 3 
ou avec les champs invariants  gauche 
de sorte que l’on ades deux plans de courbure negative, d’autres d  courbure 
positive et d’autres d  courbure nulle [30]. 
3. Gt!odPsiques de l’horosphPre A, 
On ne s’interessera qu’aux geodesiques is ues de0 les autres &ant 
obtenues par action a gauche de N. Pour determiner l sglodlsiques de A,
nous utiliserons la methode variationnelle d’Hamilton Jacobi [25, 
pp. 227-2351. 
L’hamiltonien de A’ vaut 
H=i[a(p2+q2)+ ypr-xqr+(x’+ y2+ l)~‘], 
ou P, 4 et r sont les variables conjuguees d  x, y, u. D’oti les equations due
mouvement. 
dx aH P yr dy cYH q xr -=-= 
dt ap 
T+T’ -=-=---9 
dt aq 4 2 
dp aH qr -=--=--xr2, dq 8H p2 -=--=--- 
dt ax 2 dt c?y 2 yr29 
dr aH ---- 
z- au - 0, 
du aH 1 -=--=- 
dt ar 
2 (w-x9)+(x2+ y2+ 1)r. 
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On a dkjh r= r0 = constant. 
1. Si r,=O on ap=p, q=qo, x=(p,/4)t,y=(qo,4)t, e  u=uO. Ce 
sont les droites du plan u= u,,. 
2. On suppose que r. # 0 et l’on a un systime diffkrentiel du premier 
ordre A coeffkients con tants quel’on intkgre facilement: 
x(t) = a(Y - 1) - bX, 
y(t)=-b(Y- 1)-ax, 
p(t) = -2br,( Y + 1) - 2ar,X, 
q(t) = -2ar,( Y + 1) + 2br,X. 
u(t) = (2(u’ + b*) + 1) rot - 2(u* + b*) X, 
oti X = sin r,,t, Y = cos r. t et ro, a, b sont les conditions initiales. 
Le long des gkodksiques le mouvement s’effectue A vitesse C constate e  
C*= p-$+q$+r$ 
( 1 
(0) 
d’oti lalongueur de la gkodksique de paramitres O,aet b entre l s instants 0 
et t 
I= (4(u* + b2) + 1)“’ rot 
et I’intCgrale d’ ction Z = (4(u* + b*) + 1) rit. On a les relations 
x*(t) + y*(t) = 4(u* + b*) sin* y, 
(x(t) + a)’ + (y(t) - b)* = u* + b*. 
3.1. Gtodhiques joignant l’origine i g,= (u,, 0,O) pendant I’intervale 
de temps t, avec u0 > 0, par exemple. 
On a 
. 2 rot0 0 = xi + yi = 4(uZ + b’) sin 2. 
(a) u* + b* = 0 et l’on a comme gtodksique y. le segment (0, go) 
parcouru g vitesse uniforme 2.4 = rot; la longueur decette gkodtsique est
u. = rot,. 
(b) u* + b2 # 0 de sorte que rot0 = 2klr avec kE Z. 
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On a alors u,, = (2(a2 + b2) + 1) r,,&, = (2(a2 + b2) + 1) 2kn et r,, > 0, 
k E IN - (0). Ceci n’etant possible qu si u0 > 27~ Supposons done 2pn < 
uo < 2(P + 1) % p E N - {O}, on a alors (u, - 2kz)/kn = 4(u2 + b2), d’ou 
k E { 1, 2,..., p}. Ce qui donne la famille de glodesiques index&es par k: 
2k7c 
k, r. = - ; 
to 
u: + b; = 
u. - 2kn 
klr * 
Pour un couple ((I~, b,Jon a une geodesique ylp*b’ qui est une helice 
circulaire de cercle d base passant par 0 parcouru k fois a vitesses uniforme. 
Toutes ces geodesiques ont mGme longueur 1,= 2 [(u, - kz) kn] I”. 
En resume si 0 < u. < 2~: Une settle geodlsique yo,I, = u. ; (27r, 0,O) est 
un point conjugue d l’origine. 
Si 2~72 <u. < 2(p + 1) 71: En plus de y. nous avons les p familles d  
geodesiques yr, y2 . . . yp et l’on a
I, <1, < 1’. <1, <I,, 
d’ou la distance d(0, go) = 2[(u, - ?r) ?r]“‘. 
3.2. Geodlsiques joignant l’origine i go = (0, x0, y,). 
Si r. to # 0 on a u, # 0, d’ou r. = 0. Une seule geodbique joignant 0 a go : 
le segment dedroite parcouru a vitesse uniforme etd(0, go) = 2 ]IzOII et l’on 
n’a pas de points conjuguls dans le plan u= 0. 
3.3. Geodlsiques joignant l’origine a go = (uo, zo), u # 0, I]zo]l # 0.
On a deja rot, # 2kn avec kE LT. 
En resolvant dans les equations e  x(t) et y(t) At = 0 on trouve uncouple 
unique (a, b). En utilisants l’lquation en u(t) on a en posant rso = 2A 
u. _ ll~ol12 2  - sin 2 
2 ( sin2 A ) 
+ 21 = “z;l12 - e(l) t2/l= f&l), 
oti e(A) = (U - sin 2A)/ sin2 I est la fonction utilisie dans [ 1 l] et est une 
bijection strictement croissante de [0, n[ sur [0, too [ il en est done de m&me 
de p(A). D’oi un unique A E [0,7c[ tel que U, = o(A) et une seule g odesique 
correspondante de parametres initiaux r, a, b. Pour determiner l sautres 
glodbiques pour AE [kn(k + 1) rr[ il faut discuter suivant les valeurs deu. 
le nombre de solutions de &A) = uo. Ce que l’on e fera pas ici puisqu’on 
veut mettre enevidence, s ttlement, le comportement particulier du p: pour 
t+o. 
4. Comportement usymptotique d  noyuu de la chuleur pour t tendunt vers 0
Dans le plan u= 0, la courbure s ctionnelle du 2 plans (a/ax, a/@) est 
-314, il n’y apas de points conjuguis de l’origine de sorte que le noyau de la 
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chaleur a le comportement classique [29]. Onregardera done le cas oti gest 
dans le centre oti l y a des points conjugues de l’origine et I’on verra 
apparaitre le phenomene m ntionne par Molchanov dans [24]. (La courbure 
sectionnelle du 2 plans (a/&, a/@) est l/4.) 
On utilisera la methode la phase stationnaire [8] pour calculer p,f(u, 0,O). 
Le phase st p(r) = i 4ru - 8r*, q’(r) = 0 o r = iu/4, 
r = a + i/?, Re q(r) = 4(2@* - a’) -pu), Im q(r) = 4~424 - 4b), 
si /3 = u/4, Im p(r) = 0, dans le cas oti 2kn < u < 2(k + 1) 1z on integre sur le 
contour 
-R<a<R, P=O, a=R, 
-R<a<R, a=-R, 
Un calcul e ementaire de sidus nous donne alors 
-uz12t 
Ph 03 0) = ;2nr)2 
+m 2aSh 2a cos 2u + 2u sin 2uCh 2a e-2n2,t da 
loo Sh* 2a + sin* 2u 
oti 2kx<u<2(kt 1)~. 
Cas particulier ou u = 2kn. II y a un pole sur le contour p ecedent au 
point (a = 0, /I = kn/2). On kite le pole par la methode habituelle saris 
oublier le demi residu correspondant et l’on obtient 
+ 
(-l)k+’ 
8t2 
kek/t’ 2knu + kW/2) 
ESPACES HP 197 
La mithode du Co1 [8] nous montre que pour I-+ 0 
+m 2a 2 e-‘“‘~’ da - (2nt)“’ 
--oo Sh a 
et 
I 
+*2aSh2acos2u+2usin2uCh2ae-laYtda 
-02 Sh2 2a + sin’ 2u 
d’ou si 0 < u < 271 nous ommes avant le point conjugue et
p:tu, 090) 25 
2u 
(27rt)3'2 sinu e 
- u=/2t t-+0 
nous ommes dans la situation classique 
u = d(0, g), oi g = (u, 0, 01, 
et la puissance de t est egale A f dim A r comme on pouvait leprevoir. 
Si u = 27t on a 
-2&/I 
p:(2n,o,o)z --f-- 
,-7n=/2t 
(3743’2 + --iiF’ 
et la puissance de t dominante est 2de meme pour 2k7c < u < 2(k + 1) Z. On 
a k + 1 faisceaux de geodesiques et lecomportement du pj est pour t+ 0 
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et de meme pour u= 2kz 
DeuxiPme partie. Dtfmonstration du th&orZme 1 
Soit F harmonique r elle dans D, sk = 2-k k E R\l et f,, (notee fk) la 
fonction de N dans R difinie par N 3 g + fk( g) = F( g, sk). On suppose que 
(1 ftn est fini pour tout kE bJ. On considere rp E Wt (p > 1, l/p + l/q = 1). 
pose (fk, co> = JNfkW~W@-W et l’on a (fMv ul> = 
if?=,’ ((fk+ 1 - fkb 9) + (fO9 p>* 
Comme i(foy rP)i < ~~fo~~p bP& il sufit d’estimer ((fkt 1- fkh ds 
On note par P,,,, , le noyau de Poisson partant du niveau sk pour aller sur 
le niveau sk+ I relativement i lamesure invariante dj?du groupe 
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d’Heisenberg. Chaque horosphke est une orbite dugroupe nilpotent t sur 
I’horosphere /i, on a la mesure invariante d/Y = d/3/2s” induite par la mesure 
de volume sur l’espace hermitien hyperbolique muni de la metrique d
Bergman. Pour plus de commoditi onnormalise tout par apport a la mesure 
d/l pour ne considerer “qu’un echantillon du groupe nilpotent”. Avecces 
notations Pk,k+ ,(g,, g)dp(g) est la mesure harmonique partant dupoint 
(g,, s,J de /i so pour aller sur l’horosphere d  niveau sk+ r. N agissant part 
isometric surhaque horosphere on a
Pk,k+l g0, g)= ( P k,k+l 
On utilisera alors la notation P k,k+l(O, g)=Pk,k+l(g) et on peut done 
faire agir le noyau de Poisson Pk,k+, comme un noyau de convolution sur N. 
De sorte que F &ant une fonction harmonique dans D etf,, r EL,(N, d& on 
peut calculer svaleurs deF sur le niveau sk i l’aide du noyau de Poisson. 
On a alors 
((fk+l -fk),v))=((fk+l -fk+l* pk,k+,),~) 
=~N(fx+l(gO)-jNfi+,(g) 
XP k,ktdg-' * go)dp(g))rP(go)dp(go). 
Comme le noyau de Poisson a pour masse 1cela donne 
((fktl -fkh 9) 
=~/k,,(&@(d~ Pk,ktl(")(rp(g)-cp(gu))dSju). 
N 
On va estimer (cp( g .u) - rp( g)(. Soit X tel que 24 = exp X on a alors 
Si 2 est le champ invariant  gauche engendri par X 
cp(g -u) - v(g) =I ’ -%(g a ev sX>) ds, 0 
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v, est une fonction surle groupe d’Heisenberg que l’on prolonge dans D par 
dg3 s) = 9(g) pour tout s > 0. 
Maintenant o  a
5 ’ I-% I g . exp sW>l ds 0 
~d,+,(g~expX~g)(‘II~~k+,(g~e~p~~I/d~~ 
0 
03 d,c+l(g. exp X,g) est la distance gtodesique s rl’horosphire de niveau 
sk+ rentre les points (g. exp X, sk+ ,) et (g, sk+ r), ok+ rest la restriction de Ed 
a l’horosphere Ask+, t)( Vok+, /I est la norme du gradient pour la metrique sur 
l’horosphke induite par la metrique invariante de D.Toujours par action 
isometrique de N sur chaque horosphtre on a
De plus al’aide de la base orthonormee d  champs invariants  gauche du 
lemme 1.1 on a 
Remarquons qu’on perd en prenant ladistance d, qui est de l’ordre de 
sk -‘I2 mais on gagne sur la longueur du gradient. 
On a done puisque ji1) V,q( g- exp sX)(I ds = (I V&g + u,)ll, ou U, depend 
de u 
I(fk+,-fk)dd~s;~tl: 
I 
Ifk, 1(dl * II v,v(P(g * U,)il dP(d 
N 
de plus 
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Kfk,, -.aIpl G2-“Z’k+1) Ilfk,,II,~ Il’Dlltv; 
x P 
(I N
k,ki I@> dktlc-4 u)@(4). 
LEMME 1. I‘, Pk++ ,(g) dk+ ,(O,g) d/3( g)est borne’ ind&pendamment de k 
par une constante C. 
Admettons pour le moment ce lemme et terminons la demonstration du 
theoreme 1.
La majoration du lemme 1 nous donne 
De sorte que si la strie Cp=o 2Tk ]]&I], converge avec pour somme S alors 
f, converge, pour h4 -+ co, faiblement vers un element f de W; ’ et de plus 
pour tout ME IN ]]fM]]W,l < CS.
Remarque. En definissant l’espace W;’et en utilisant les theoremes d’in- 
jection deSobolev onpeut montrer que fM converge fortement dans W;’ 
vers f: 
DPmonstration du lemme 1. Pour effectuer l’estimee d mandee on va 
utiliser la diffusion surD associee au laplacien d  Bergmann et sa 
factorisation [ 5, 221. 
Soit R l’espace de probabilite de la diffusion X,(t) sur D de generateur fd. 
On note par EtB,$) l’esperance mathematique partant de(g, s) et PgR,s) la
probabilite correspondante. O  appele rk le premier temps de passage sur 
l’horosphere Asa etl’on a
&o,s&h+ I@, xw(zk+ I )I=~~Pk,k+~(g)d,+,(O,g)dp(g). 
Nous savons que A = AS + A,, oti A, = s2a2/3s2 - (n - 1) s(tY/~%), est le 
laplacien radial. R, etant l’espace de probabiliti du brownien b sur R, la 
diffusion s,,+(t) surR + de generateur +A, partant a  = 0 de so s’ecrit 
s,,(t) = so exp(bwo(t) - W3 
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Q, &ant l’espace de probabilite de ladiffusion g,,(t), surN, de generateur 
&ISwo partant de0 a t = 0. 
D’apres laproposition 1.6 de [ 51 on a i un isomorphisme pris d’espaces 
de probabilites 
x,(t) = (g,,(t), so ev(b,u(t> - nt)). 
Le premier temps d’atteinte de Ask+, partant deAsk ne depend que du 
hasard w. et on le note r:+l 
c+,w=7:+1 (wo) = inf{t > 0; 2-k exp(bw,(t) - nt) < 2-‘k+‘)} 
= inf{t > 0; exp(bw,(t) - nt) < 2-‘} = t:(~,), 
notant par E, l’espirance correspondant a no et E, celle d Q, on a 
On va done n premier lieu estimer E,(dk+ 1(0, g,,(t))). 
Toujours par action isomltrique du groupe des dilatations l sufftt d’ef- 
fectuer I’estimee sur une horosphere fixee. Pour la m2me raison 
ne depend pas de k. 
LEMME 2. I1 existe deux constantes C,et C, > 0 telles que pour tout 
t>O 
E,(d,(O, g, W>) Q C, + C,t. 
Admettons pour le moment ce lemme t terminons la preuve dulemme 1. 
On a alors 
I Pk,k+ ,(g>dk+,@d dP(d < c, + GEo(7:(wo)). N 
7: est le premier temps de passage en-Log 2 de la diffusion sur R partant 
de 0 de generateur d*/dx* -‘<n - l)(d/dx). 
Si l’on considere la diffusion partant de xet on appelle 7 le premier temps 
de passage eny, on a en posant E,(e-*‘) = rp,(x, y) = Y(x) (2 > 0) comme 
fonction de x, V(y) = 1, Y( co) = 0 et Y verifie l’ quation d fferentielle 
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v7A(x9 v) = exp 
[ 
n - 1 - ((n - 1)2 +41)“2 
pll(x, y)&=Ex(r); 
1 (x - Yh 
d’oti 
I c, Log 2 N Pk,k+l(g)dk+,(o,g)dp(g)~C1+ n- 1 .
Dbmonstration du lemme 2. Nous avons 
z = E,(d,(O, g ,(t))) = j- P:(g) d,(O, g) d&)3 
N 
oti pi a CtC calcult au tours de la premiire partie. 11 rksulte aussi du calcul 
des longueurs degiodksiques, la majoration estkllmentaire en dimension n, 
we 
d(O, g) < d(O, (u, 0, 0)) + d((u, 0, O), g) < I u I + 2 II fll, 
1 
z < (27rt)” R2”-, -j- Ol+Wll)dud~(~R (-&$-I 
4 112’/12 2r
2t. -) e-srstdr). 
On calcule 
I, = 
I 
IR2(n-l) (I uI + 2 112’11) e(-2~~i~~z’~)c’ dz, c2 = z, 
th 2r 
27f-1 +a, 
=r(n- 1) I 
(1~1 + Zp) e-2p2c*~~2n-3 dp, 
0 
Z 1 =g [lulJtm U2n-3e-u2du 
0 
p too 
+c I 
U2(n-1)e-U2 du 1 , 0 
oti k, est une constante; de m&me k’,, k,“, kf, et kf,. 
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Notons par A,, la constante J”:w v”e-U* dv 
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On integre maintenant e  r
&JTZl (3%)” 
‘exp (7-q) dr=J,(u)+J,(u) 
- 
th(2r)“’ 
(2r)“’ (ch 2r)“-’ 
exp (T-F) dr, 
I J,(u) du = kt, t”’ IIf lR dv Q exp irv [ (2r)f,f~(f~~~)nw, ] emsrYt dr
d’oti 
I< C,t + C2t”2 Q c, + qt. 
Remarque. Le lemme 1 est faux dans le demi-plan de Poincare ou dans 
I?” X R” puisque 
s 
llxll dx 
Ip” (Ilxll’ + 1)“+“2 = +O”, 
ou /Ix II est la norme uclidienne t dx la mesure euclidienne sur R”. 
Mais dans la situation envisagee icile noyau de Poisson a un meilleur 
comportement a l’infini (voir aussi le critere d’integrabiliti des fonctions 
B.M.O. du chapitre V).En effet, se placant sur l’horosphere A, on a 
D’un autre cot6 dans le demi-plan de Poincare ou dans R” x R” la diffusion 
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radiale a pour generateur d2/dx2 sans force d rappel (n- l)(d/dx). Dans ce 
cas on a 
E,(e-A’) = ,-JI’?-Y) et E,(t) = +co. 
La majoratante est done infinie! 
II. FONCTIONS DE RI~PARTITION DE L'INT~GRALE D'AIRE DE 
CALDER~N LUSIN ET DE LA FONCTION MAXIMALE ADMISSIBLE 
1. Pre’liminaires 
On sait que si FE HP, 1 < p < +co, et sif est la valeur aubord ef alors 
F= PoissonLfl et llf’llp =IlfllLpcN,dq,. 
On rappelle e theoreme suivant deKoranyi et Vagi [21]. 
THBOR~ME 1.1. Soit f E L,(N, d/J) (1 < p < +a~) ci valeurs r-belles et 
F = Poisson[ f 1. Alors il existe m  constante C ne d&pendant que de a, p et 
n telle que 
On va generaliser ce theoreme aucas od 0 < p < +co en remplacantfpar 
la fonction maximale admissible N(F, a) delinie dans [5]. (Le resultat es
faux pour 0< p ( 1 avec IlFll,.) Compte tenu du fait que pour 1< p < +co 
IIFIIr z I/F/I, (theoreme 2.3de [5]) cela permettra de retrouver le
theoreme 1.1 saris utiliser d sintegrales singulieres sur des espaces 
homogtnes. Comme on utilisera d s fonctions de distributions on aura en fait 
une version plus generale: 
Soit 4une fonction de [0, +cc ] a valeurs eelles t lle que 0 < 4(l) <+co 
oti Ed est mesurable positive et verifie la condition de croissance 
de sorte que 4 est linie pour tout bE [0, +co [ et 4 verifie un condition de 
croissance du m2me type que (o. Soit p > 0 et k le plus petit entier tel que 
p < 2k alors 
$@/I) < @(2kb) = f2*’ q(L) dA = 2k Ib ~(2~;l) d;l = (2~)~ $(b). 
0 0 
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Par example, 4(b) = bP, 0< p < +co; 4(b) = Log@ + l), 4(b) = (b + 1) 
Log@ + 1). 
THBOR~ME 1.2. Soit F harmonique dans D alors il existe une co&ante 
C ne dependant que de a, n et 4 telle que 
Pour demontrer le theoreme 1.2 on utilisera la methode employee par 
Burkholder et Gundy [ 1 ] dans le cadre de R” x R ‘. 
2. Inegalites entre les fonctions derepartition 
R &ant une partie d D on pose 
Na,fdx) = sup IF(g, $)I, N,(x) =W, a>(x), (g,s)Er,(xn4 
N&k(X) = sup IF(g, SK (g,s)Er,(x)nl(g,s)ls(k) 
de m&me la fonction maximale dugradient 
D,(x) = SUP II vF(g,s)ll, Da , = sup II Wg,s)ll et Da,k, 
(g,s)Era(x) (g,s)Er,wriR 
et pour la fonction d’aire A,(x) =A(F, a)(x) et de meme A&x) et A,,,(x). 
On a une analogue dutheoreme d [ 11. 
THBOR~ME 2.1. Soit G un ouvert borne’ deN (contenu dans une boule de 
Koranyi) et R Pinterieur d  complementaire de U,.$o I’,(x). Soit a > 1 et 
6 > 1 alors 
P(xl4&> A) G W(xI Clv,,,dx) > A> + CP(xI CD,,,(x) > A>
pour tout Avlrifiant 
Pwa,R(X) > A) < apwc?,RW >dA>9 
oti C ne depend que de a, 6, n et a. 
3. Demonstration du theo?me 1.2 ti partir du theoreme 2.1. 
11 nous faut pouvoir passer des inegalites ntegrales pourcela on rappelle 
le lemme 3de [I]: 
580/40/2-6 
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LEMMA 3.1. Soient cp et 4 comme au tht!orSme 2.1 avec la condition 
de croissance 9(&I) Q y@). Soit p la mesure euclidienne de IR2”-’ et 
h: I?‘“-’ + [0, +oo ] mew-able ci support compact et supposons que a > 1, 
6 > 1 et 0 < y < a/6. Alors 
A = (A > OjP(xjh(x) > 1) < a - p(xl h(x) > M)}. 
Pour dimontrer le thioreme 1.2 on applique le lemme 3.1 avec h= A,,, . 
(h > 0, h est asupport compact puisque six 6Z G Afi,R(~) = 0) 6 = 2, y = C, 
(C, constante de 9(2A) Q C, 9(A)) et a = 4~; a &/(a - 6~) = 4y = a ce qui 
donne 
Z a,A.R = j &‘f,,&))d~(X) < a j 9@)8(-dAa,~(X) > A)dA R’n-1 A 
avec A = (~~~(x~A,,,(x) > A) <a/?(xlA,,R(x) > U) et par le theorbme 2.1 
Z a,A.R < aC 
[j 
Pcxl CNa.R(X) > A) cp@) dA n 
+ I PW’,,M >A) 9(l) dJ- A I 
Maintenant 
G est contenu dans une bottle d Koranyi de rayon pd’oi pour (g, s) E R 
s < p/a (voir lapreuve du lemme III. 1 1 de [ 5)). Soit k> p/a (par exemple, 
k = 2p/a) on a NOR(x) Q N&x), d’oti 
\ P(xicN,R(x) > ~)rp(~)d~ < jirn&i~k.&) > n)dA)dA. 
‘A 0 
D’un autre cott on diduit du lemme 5.1 duchapitre IIIde [5] ou du 
lemme 6.2 de [26]. 
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LEMME 3.2. Soit F harmonique dans D, soit 0 < a ( b et I< k. Alors il 
existe une constante C,> 0 dependant seulement de(a, b, et k/l) telle que 
pour tout xE N 
D,,,(x) G C,N,,,(x), 
doti pour x E G 
Do.&) & D,,,,,,(x) G Cd’,,,(x) 
(C, ne depend ici que de a et b), d’ou 
I’ PC xCD,,,&) > 1) ~(1) dA <C, I‘A I ’ a, /WI&,&) > A) rp(J) dk 
Mais d’apres leIemme 2.1 du chapitre ZZZ de [5] on a 
P(-W&) > A) Q W-WN,,M > A), 
oti C, ne depend que de a, b et n. on a alors 
Q C’ 
I 9(CN&)) @(xl IR2n-I 
< C’ J #(CNa(x)) dP(x). p2n-I 
Comme fh(CA) < C,q5@) en posant C’ = aCC,(l + C,C,) on a 
On conch alors par convergence monotone pour R /” D. 
4. Demonstration du theoreme 2.1 
Nous aurons besoin dulemme suivant: 
LEMME 4.1. Soit G un ouvert borne de N et F son complement. Soient 
a > 1 et E une partie mesurable d G verriJiant B(G)< aB(E). Alors il existe 
une boule de Koranyi B c G avec au moins un point frontiere dans F telle 
we 
P(B) < ‘WW n B), 
06 C est une constante d&pendant seulement den. 
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Ce lemme depend ’un lemme de recouvrement du type Vitali-Wiener du 
a Coifman et Weiss dans le cadre des espaces detype homogene [ 2,3 1ou a 
Knapp [ 181 dans le cas des espaces symitriques de rang 1. Voir aussi dans 
notre cadre [7, 211. 
Le groupe d’Heisenberg N muni de sa mesure invariante /3 et de la quasi 
metrique invariante a gauche definie par d( g, h) = /h-l .gl, ou ) . / est une 
jauge sur N z R x F-r (on prend, par exemple, avec g= (1.4, z” la jauge 
I 4, = Max(M 11~11) ou Pour avoir une jauge reguliere ) g 1,= (a2 +Jld))4)1’2) 
est alors un espace homogene de paramttres k = 2 et A = 2” dans les 
notations de [3] car 
et si B,(g) = {h E N: d( g, h) < r} = g . B,(O) est la boule de Koranyi pour la 
jauge on a 
P(B,( g>>= c, rn, d’oii P&(s)) = 2”P(Br,,(d). 
On rappelle done le theoreme 3.1 de [3] dans notre situation. 
THBOR&ME 4.2. Soit G un ensemble bornP de N tel que pour chaque 
x E G il existe r(x) telque B,(x) c G (ainsi {B,(x),x E G} est un 
recouvrement de G). Alors il existe une suite de points xi E G telle que 
{Br(xjj(xj); xjlg 1 est une famille de boules disjointes tandis que 
{Bsrcxj,, i} 2 1 est un recouvrement de G. 
Dkmonstration du lemme 4.1. G &ant ouvert e  les boules de Koranyi 
formant une base de voisinages d’un point, pour tout xE G il existe r(x) tel 
que B,,Jx) c G. On a done un recouvrement d  G et l’on considtre la suite 
de boules duthiorime 4.2 en notant r(xj) = rj, B,,,,(xj) = Bj. On a done 
f P(Bj) Q P(G) Q 8” f P(Bj) 
j=l j=1 
et 
Compte tenu du fait que P(G) < a/.?(E) on a
5 P(Bj) Q P(G) < a/W> <a 8” f P(B/ n E)- 
i=1 j=l 
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Par consequent 11 existej tel que 
on a 
B,,(x,) c G et 
soit 
G &ant ouvert ona B,(xj) n P = 0 et B,(xj) n 3G # 0 par construction; de 
plus rj < p < 8rj. 
PCBj) G P(Bp(xj)) < P(B8,(xj)) G P(B8,(xj>) 
G 8"p(Bj)< (I 8*"/3(Bj nE),
d’ou B = B,(xj) et C = 8*“. 
Remarque. Comme p < 8rj et qu’on part d’un recouvrement de G pour 
lequel onpeut supposer rj < 1 on aura p< 8. 
On peut maintenant demontrer le thloreme 2.1. 
Supposons que I E A et pour E> 0 on detinit R, = ((g, s) E R 1 s > E). 
On ne notera p s, pour simplifier les notations, l’indexation par l’ouverture 
a du domaine admissible sauf s’il y a un risque d confusion. 
Puisque ARC + A, en croissant pour E \ 0, l’inegalite /?(xIA,Jx) > ,I) <
c$(xIA,Jx) > 6A) est encore vraie pour E assez petit, il sufftt de prouver 
l’inegalite vec sassez petit a savoir 
comme AR,(x) est une fonction continue on a {xIAR,(x) > A} = G, qui est 
ouvert; de plus AR,(x) = 0 si x6! G, d’oii G,c G. 
Posons 
ou y et. q sont a choisir plus tard. On a E c G, c G et /3(G,) < a/3(A) 
P(GJ <69 + aP(x I NRC(x) > $I+ aP(x I4,(x) > VA>. 
La clef de la preuve est de montrer que 
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pourvu que y et q soient bien choisis et dependent seulement de a, 6, a et n. 
Si (i) est vraie on aura trivialement 
Demonstration de (i). Si (i) est fausse alors B(G,) <2@(E) et par le 
lemme 4.1 il existe une boule de Koranyi B c G, avec au moins un point 
frontibe hors de G, telle que p(B) < a&E f’? B)oti a, = 2a 8”. Par action 
du groupe N on peut supposer que B = B,(O). 
Soit V l’intkieur du compllmentaire de Uxde T,(x) et V, = {(g, s) E V 
s>&},commeBcGona~~,cR.OnchoisitalorsztelqueO<s<~,B,= 
Bg1--2rjp(0) verilie p(B,)//?(B) > 1 - 1/2a, et on compare B(E f7 B) i 
BP n 4,). 
On pose E, = E f7 B, et l’on a
P(B) < U-W) + aoP(B) - GW%) 
~a,P(E,>+a, (l- (1 -&))B(B), 
soit p(B) < 2a,P(E,). 
Maintenant posons W = lJxeEo T,(x) n V, et l’on remarque que W c V, 
mais aussi que si x E E, et (g, s) E I’,(x)rTR on a JF(g,s)l < ~3, et 
11 VF( g, s)ll < rj1 et qu’en particulier ceci st vrai pour (g, s) E IF 
Considirons maintenant l’integrale d’aire lative au domaine W. On va 
montrer lepoint suivant: 
(ii) On peut choisir q dependant seulement de a, a, 6 et n tel que 
VXEE,,AZ,(X)>~(~~-~)A~. 
Pour cela on decoupe enmorceaux ledomaine admissible T,(x) n R, pour 
x E E,. D’apris lelemme 4.1 B,,(O) a au moins un point frontiere x,, hors de 
G,, on remarque aussi que pour tout (g, s) de W on a s < p/a et 
(0, p/a) E aw (lemme 111.3.1 de [51). 
u,= (g,s)ET,(x,)nR,,Igl<as-p,s>~ 3 
I ! 
u,= (g,s)E~(x,)nR,nT,(x),Igl <US-P,SZ$ , 
1 I 
u,= (g,s)ET,(x)nR,,Igl>as-P,S>$ 3 
I I 
u,= (g,S)ET*(x)nR,,(g,s)~ w.s<$ 3 
I I 
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x E E, c E done 6*A* <A:@(x) etpar le dkoupage prtckdent 
On a immkdiatement puisque x,, 66 G,, A b,(x) < FI:~(x,,) < I*.
Estimke d A f,,(x) 
(on a vu dans [5] que 1Wment de volume dw( g, s) valait Q(g) ds/4s”+‘). 
Mais xE E, d’oti pour (g, S) E I’,(x) n R, 11 VF( g, s)ll< +I, d’oti 
dP( g)- Igl >as-Plnlgl l&-.x-‘l<as) 
Remarquons que n’ayant qu’une quasi-distance on ’apas B,,-,(O) c B,,(x) 
bien que d(x, 0) < (1 - 27)~ 
= 
I,.,,,) dp(g) -I dP(g) +I dP( g> B.s-l)(0) B,,-,vwllgx-‘I >asi 
= C,((as)” - (as - p)“) t q(s) 
C(n, p, a) ne dlpend que de n, p et a. 
Comme p < 8 on a 
I + O” [(as)” - (as - p)“] -$ < C(n, a). da 
On pose g= (24, z)u E I?, zE Cc”-’ llzll* = C lzk12 et, par exemple, la
jaugeIgl,etxEE,,x=(U,,C)C,=C~tiC~ 
(D(s) = 1 du dx, .a- dx,-, dy, .a+ dy,-, 
llul<as-P),lllrll*<os-p) 
llu-u,+2~Y~c,--x,c~>osl. 
l~((x,-c&!P+(Y,-c,3 )>as1 
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notant respectivement par B,(O, (as -p)“‘), B,(C, (as)“*) la boule 
euclidienne 2  - 2 dimensionnelle d  centre 0 t rayon (as --p)“*, de centre 
C et rayon (as)“’ ona 
< 2s”~‘(us -p) 
I 
dx, *** dx,-,dy, *.. dy,-, 
B,(o,(o-P/2)“*)nB~(c/su2,a1/2) 
avec le classement 
- a-P 
( ) 
1’2 < IICII 
s 
-m.“*<(l<$ 
sl12 
< a-f 
( 1 
II2 < IICII 
S 
s’/2 + a”‘. 
Soit CZnm2 l’aire de la boule unit6 euclidienne de dimension 2n - 2, alors 
I 
dx, .a. dx,-, dy, .e. dyn-, 
Be(o,(o-P/s)~*)nS~(C/sV2,aY2) 
<Klc n-1 
s’/2 ,,-,a 
x E E, done II CI( <(1 - 25) p, d’oti l’estimke uniforme 
q(s) < C(n, a) p”* sn- “* 
et 
5 ‘m$ds<C(n,a)p”2[m -$<C’(n,a), da da 
d’oti A&(x) < C,(n, a) q2A2. 
Estimke d A L,(x). Pour (g, s) E U, on a encore (1VF( g, s)ll ,<~1, d’oti 
X 
I 
4% g> 
t&T i&?~x,‘l>oslnlgl Igl<as-0) 
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Puis 
I 44 s> 16, I8~x,‘l>aslnlslIgl<as-Pl 
s’estime encore comme p(s) de I, en notant que 1 x0 ] = p, d’ou 
&&) < CA% a> vet*. 
Estimee d AL,(x). 11 nous faut out d’abord une minoration de spour 
(g, s) E 17,. On utilisera ici la jauge rlguliire ] Izet on pose j= 1 Ii”. 
D’apres unresultat de Cygan [4] on aj(g,, gJ< j(g,) + j(g& de sorte que 
si l’on pose 4(g,,g2)=.0;’ . g2) on a une vraie distance invariante a 
gauche par N. Si (g, s) E U, alors d,(g, x) < (a~)*‘~ avec x E E, done 
d,(x, 0) < (( 1- 22) P)“~; (g, s) 6Z V done il existe y EN avec d,( g, 0) > p”’ 
et d,(g, y) < (as)“‘. 
Comme il est immtdiat que ~~‘~(1 - (1 - 27)“‘) < d,(x, y) < 2(m)“’ on a 
s > (t2/2) . @/a), d’ou la majoration de Ata( 
I 43(g) lIg.x-‘l<asl 
lg.x-’ ~,<as,d’oi]g]<2(as+~x~)<2(as+p) 
A&(X) < c,-, 2VZ2k2 5 
Pl(l (us +p)“-’ 
ds 
(G/2). (P/(l) s 
PI-t1 
< c&z, a) tj2A2. 
Finalement 
A&(X) >A*(62 - (1 + $(C,(n *a) + C,(n *a) + C,(n .a))). 
On peut done choisir q d&pendant seulement de a, 6 et n tel que A;(x) 2
(8’ - 1)/2 A2 pour tout xE E,. 
On reprend maintenant la demonstration de (i). On a par (ii) 
(a2 - 1) ~2LW) <2 I A iv(x) @(x) EO 
=2 dx 
s I II Wg, s)ll’ dw(g, ~1EO r,wnw 
< 2c, I w sn II Wg, s>ll’ Wg,s) 
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et tenant compte du fait que AF2 = 2 11 VF(12 
(a2 - 1) A2 < 2c, s” AF2( g, s) sw( g, s). 
On va maintenant ppliquer l  theoreme d Green a la region W. On 
remarque que la frontier-e sup rieure de W est une partie du“cone de 
base B” d’ouverture a. 
En d’autres t rmes c’est une partie d l’enveloppe 9 d s hypersurfaces YX 
d’equation {(g,s)] ]g. x-l ] = as} ou x parcourt i?B. En prenant lajauge 
reguliere il est alors immediat que 9 est Lipschitzienne. La frontiere laterale 
inferieure L est une partie d l’enveloppe des -i”, oux parcourt i?E,. L n’est 
pas forciment Lipschitzienned mais on peut approximer E, par Et avec 
lim,+, EfJ =E, de telle sorte que Et soit Lipschitzienne (Voir[17, 26, 271). 
Quant ila frontike inferieure YE elle est contenue dans l’horosphtre A,. 
On remarque que As” = 0 et notant par a/au la derivee normale exterieure 
a 8W pour la metrique consideree, do lamesure de surface sur 8W induite 
par la metrique il vient 
I s”AF2(g, s> M 3) W 
2 
= 
J aW 
sn g (g, s) do - n 
I aw 
F2(g,s)s”-‘&do 
comme ]ar;lan] < ]VF]] et dans w: llF( g, s)]] < $, ]] VF(g, s)]] < VA il vient 
Comme on connait une base orthonormee d schamps invariants  gauche 
par action deN et S avec pour premier champ ~(a/&) on a ] as/&r ] < s et 
(a2 -1) W,) < 2GPw + v’) I,, s” da. 
I1 ne reste done qu’a estimer Jaw s” da. Sur YE qui est contenu dans A, on 
a da = d/3/2&“, d’oti evident Is. s” da Q /I@,) <p(B). 
Maintenant comme 9 et L sont des enveloppes d’hypersurfaces qui sont 
des bords de domaines admissibles il nous suffh d’avoir une majoration 
uniforme d l’element d’aire sur le bord d’un domaine admissible. On 
utilisera encore a cet effet lajauge reguliire. 
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LEMME 4.3. Soit x E N et Phypersurface .-TX d&de par {(g, sE D 1 
Ig.x-’ Iz = as} alors l’PIPment d’aire (en coordon&es dans N) da(g) sur 
fhvpersurface 9; st major6 par C(n, a)(dp( g)/s”). C(n, a) ne dt;pend que de 
n et a. 
Demonstration. Par action isomttrique de N on peut supposer que x = 0 
et utiliser l  domaine admissible canonique r,(O). Encoordonnees (g,) 
avec g= (u, 23, uE I?, r’= (z2 ,..., ZJ la matrice d la metrique est alors dans 
les coordonnees (s,U, x2, yz ,..., x,y,) dans cet ordre. 
4s*g,, = 1, 4s*g,,, = 0, 2 < k < 2n, 4s*g,, = 1, 
4s2g2,2k-1 = -2g,, 4s*g,,,, = 2x,, 2<k<n, 
s2g2,,2, = (4 + sh s*g*,- 1,2k- L = (Y: + s), 2<k<n, 
s2g2k.2p = skxp, s2g2k,2p-, = -xkYp, 2<k<n, 2<P<4 kfp, 
s2g2k-l,2p-l = YkYp, 
et pour valeur dudS* 
&d~*=ds2+du2+4$y:+s2)dx:+4~(x:+s2)dY: 
2 
- 8 2 ypxkdxpdyk + 8 + Yk Y~I dxk dx, 
p+k=2 p*k=* 
+8 2 XkXp dY, hp. 
p#k=2 
On pose s= o(u, x2 ,..., x,y, ,..., y,)ce qui nous donne pour matrice d la 
metrique induite sur l’hypersurface s=dd en coordonnees 
(u, x2, Y, ,***, x,  y,) dans cet ordre 
4s*g,, = 1+ rp12, 4s2g,,2k = -2Yk+ 1 + @id,+, 7 
4s2g,,2k+ 1 = 2xk+ 1 + @&+, 3 4s2g2k,2k = 4(Y:+ 1 + s, + pa+', 
s2g2k+ 1,2k+ I = 4(x:+ 1 + s, + $(,:+,T l<k<n-1, 
4s2g2k,2p+ 1 = -4xk+ 1 Yp+ 1 + (P:,,+$?c~+,~ l<k<n-1, l<p<n-1, 
4s2g2k,2p = 4Yk+ 1 Y,, 1 + dk+,V):,,+, 7 l<k,p<n-1, P f k 
4szg2ktl,2~tl =4xk+1xp+l +~':,+,'p:,+,~ 1 <k,p<n- 1, p # k. 
11 nous faut estimer ledeterminant de la matrice d la metrique avec 
~424.3 = (l/a) (u’ + 041*)“* = (l/a) I g12. 
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Pour cela on va majorer chaque coefficient de la matrice d la metrique. 
Pour ne pas avoir I/a en facteur partout onsupposera quea = 1 ce qui ne 
changera ien au principe de la majoration. 
comme 
l4Glb%l I4 G I gl,, IJ4~lglz~ 
bkY,l < I d2, lXkXpl < / id27 
on a 
(0:’ < 1, IPp:,u),,l < 4 I423 
l&rp:,l < 4 Igl2, lul:,~:,l G 4 Igl2, 
posant clij = 4s2gij on en diduit que laijl < 12 I gl, sauf la,, / < 2. On note par 
Dkp le mineur correspondant i akp et I Dk,,I son determinant e  valeur 
absolue, D &ant le determinant de ( gij). 
1 
IDI G (4 Ig~2)2”-1 [2ID,,I + la12l. ID,21 + ..a + b1.2n-1l . I4,2n-,117 
ID,,1 < (2(n - I))! 12’“-’ I gig’“-” = C,(n) I gl;‘“-” 
Pour 1> 2 
lull1 . ID,,1 < (2~ - 3)! 122”-3 lull1 ( 2 bkll) lgl:“-” 
k=2 
On veritie que la,,l lak,l< 16)gJ, de sorte que la,,/. lD,ll< (h--2)! 
16 . 122”-3 I glzn-* = C,(n) I g12n-2 et
I DI < (C,(n) + w - 2) C*(n)) I gr* \ 42~1 I gl;(2n-l) = m>>’ x & 
d’h da(g) < C(n, ~>(dP(g)/s”). 
On termine maintenant la preuve de (i). Maintenant Y est definie par 
s= Y(g), oli gEA, avec A2 c B de meme L est definie par s =x(g) ou 
g E A, c B. 9’ et L &ant enveloppes d  domaines admissibles on a par le 
lemme 4.3 en notant da?(g) l’ilement d’aire sur 9 (de meme pour L) 
I s* da = s” duL( g) < C(n, a) /3(AL), L 1 Al 
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d’ou tinalement 
(a2 - 1) P&l) Q c,cw + v’)(l + 2Ch a)) Pm 
mais /3(B) < 2a,/3(E,), d’ousi y est suffkamment pe it onobtient une con- 
tradiction. 
III. COMPARAISON DES ESPACES HP ET H; (1 <p< t-co) 
1. Dkmonstration de Pinclusion HP c Hz 
En utilisant le theoreme 2 ou le theoreme 8.1 de [21] on peut en deduire 
COROLLAIRE 1.1. Soit f E LP(N), ci vafeurs r-belles (1 <p < t co), et 
F = Poisson[ f 1. Alors ii existe une constante C ne dkpendant que de p et n 
telle que 
VII, = IlFllp G C IlFll; . 
Dkmonstration. Onremarqu par ([21] lemme 8.4 et page 635) que pour 
fe L*(N dP) WIl2>’ = C,(llFll: 
1 
* avec une constante C, indlpendante def:
Nous allons done pouvoir polar ser l’egalite c -dessus. Pourcela soit #’ la 
racine positive de la matrice h rmitienne g” dulaplacien. On considere l’ap- 
plication lineaire T d L2(N) sur T@*(N)) ainsi detinie: soitf E L*(N) 
T(f) = V,f, T2.L TJ-1, 
oti Tif est une fonction detinie dans D par 
Tif(2) = T- 
aF (z). 
k=l 
ok’(z) F 
k, 
On detinit alors dans T(L*(N)) le produit scalaire hermitien par
V(f)~ T(g)) = jN crPWjr (I (x) i,k$E, a”‘(z) g (~1 
x p(z) g (z) dw(z), 
I 
ou G =’ Poisson [ g]
W-1, T(g)) = I,43x) J-r,(x) h  gk%)~ (zlz (~1 ddz). 
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ce qui nous donne bien 
w-h w)) = (ll~ll:)‘~ 
On a bien sur le produit scalaire nature1 sur L’(N): 
(f, g> = J f(x) g(x) @(x)3 
N 
d’oti par polarisation 
XL s> =C,(mf)9 T(g)) +(T(g)9 w1)). 
On suppose tout d’abord que f E L2 n Lp(N) et soit q l’exposant conjugt 
dep. On a 
Ilf IIz!+‘(N) = f(x) g(x) 4%) 
et 
= 
Cl 5 
i,k.l= 1 
oki g (z) b’(z) g (z) do(z)1 . 
k I 
Mais i l’aide l’inkgalitt de Cauchy-Schwarz ppliquke 21 l’intkgrale sur 
r,(x) 
< C, I 4-W) (, 
N r,(x) 
II ~Wll’ W4)“’ (, 
I-&x) 
II Wz)ll’ W)) I” 
< C, 1 A(6 a>(x) . A(G, a)(x) d(x). N 
On a applique maintenant 1’inkgalitC de Hiilder ce qui donne 
f(x) g(x) @(xl G C, F’ll; . II Gil:: - 
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Appliquant lors letheortrne 2 ilvient 
Soit pour fE L* n LP(N) 
llfllp G Cl cll~llp” - 
On conclut ensuite par densite pour fE LP(N). 
Pour demontrer l’inclusion HP c H: il reste a voir que dans HP on a bien 
la condition de ormalisation a I’intini. 
LEMME 1.2. Soit F harmonique duns D telle que pour p, 1 < p < +a~, 
on ait 
Cl = WI, IF(g, SIP dP(d <+a, 
ah-s it existe une constante c > 0 tek que sUpgcN 1 f( g9 s)l < c/sIJp’ 
DPmonstration. Soit B,,( g, s) la boule geodbique d rayon pet de centre 
(g, s) posant r = thp on virifie qu pour (g’, s’) EB,(O, s) 
l-r l+r 
s,=s--<s’<s-=s 
l+r l-r * 
et que le maximum est atteint pour (0, s2) et le minimum pour (0, sl). On a 
par le lemme 1.1 p. 328 de [5] 
IF(g,sY’< ” 1 
W,( g, s)) 
IF(g’, s )Ipd4g’, s’) 
B&,(g,s) 
par action isometrique de N on a 
s IW, s’)Ip ddg’, s’)BJPJ) 
= I lF(g-‘g’, s’)I’dw(g’, s’) BJ’Ls) 
= ,:: G ,,,.,,,o,,, lF(g-’ - g’, s’)lpdP(g’) 
lF(g-’ - g’, s’lpd,(d) 
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Maintenant compte tenu des valeurs de s, et s, et du fait que 
on a 
(on verra le calcul duvolume des boules geodesiques au tours de Etude de 
la fonction de Green). 
Remarque. On a un lemme analogue dans R” x R + (Lemme 3de (91, 
avec le meme exposant .Comme ici nous sommes en dimension reelle 2n 
on aurait pus’attendre a t ouver un exposant 2n. La difference provient de la 
distorsion des boules deKoranyi. 
COROLLAIRE 1.3. Soit FEHP l<p<+oo alors v(s) =
I, / F( g, s)]” dp( g) est unefonction dtkroissante et lim,,, V(S) = 0. 
Dt!monstration. Soit 0< s, < s2, f,,(g) = F( g, si) est dans L,(N). Soit 
P,,,,,(g) d/?(g) la mesure harmonique du point (0, s2) sur l’horosphke A,,. 
Alors 
et 
F(g, ~2) =.A, * f’,,.,,(g) 
ID621 = Il.L,llp < IIL,lll * I L,llp = I f,,ll, = cp(s,>* 
On a ]ft(g)] < N(F, a)(g) et d’apres le theoreme 2.3 de [5] 
Wll,Y’ = f”,; 4s) GC(llW9 aIl,Y G C, llf’llp9 
si p > 1. Si p = 1 N(F, a) est integrable par definition. 
De plus par le lemme 1.2 on a lim,+,f,( g) = 0 pour tout g de N. On 
conclut alors par le theoreme d convergence dominee delebesgue. 
2. Dbmonstmtion dePinelusion H: c HP 
On va montrer que si FE H$ alors F v&tie l’hypothise de croissance du 
theoreme 1 on utilisera ensuite une regularisation en c volant avec un 
noyau C”. 
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LEMME 2.1. Soit FE H:(l < p < +a~) et sk = 2-k etfk la restriction de 
F ci PhorosphLre de niveau k. Alors il existe m constante Y > 0 telle que 
Ilfkllp = <I, IG(g, Sk)/’ dP(g))“* S k YIIFII~ 06 Ypeut d&endre de.f 
DPmonstration. Soit 0< E < Y. On a 
IF(g, Y)-F(g&Log$- wy IIWg~s>ll. (1) 
11 existe siE [E, Y], ou le sup est atteint. 
Bien que I] VFll* ne soit pas une fonction s usharmonique comme dans le 
cas euclidien-La courbure de la variete stnegative-on aura tout de m&me 
une “presque” propriete de sous moyenne. Voir aussi un resultat analogue 
dans [20]. 
Pour cela on va utiliser l schamps de vecteurs qui commutent avec le 
Laplaien introduits par Putz dans [26] 
1 I k 
Soit alors D’, =D, - iD,. On a 
D’,(O, 1)=2+, D,(o, 1) = &, 2<k<n. 
1 k 
Comme on a 
g’j(dDi,dDj)=gij(O,l)=O si i#j, g”=4, gkE=l, 2<k<n 
on a ]( VF(0, l)]]’ = ]D;F(O, l)]’ + 2; ID,F(O, l)]*. F &ant harmonique D’,F, 
D,F, 2 Q k < n sont des fonctions harmoniques et on peut appliquer l  
lemme 1.1 p. 328 de [5] aces fonctions surla boule geodesique B,(O, 1) de 
rayon p. On aura vec une constante C, ne d&pendant que de p 
et de mZme pour les D, ce qui donne 
II WON Ull* S C, 1 
BJO. 1)
(I WW* + $ l&f’(u)‘) ddu). 
580/40/2-7 
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Mais (1 W(u)]/’ = 2 g’j(dD,, &J D,F . DJF et sur la boule BJO, 1) 
l’operateur est strictement elliptique: l existe done une constante CL telle que 
pour uE B,(O, 1) on ait 
2 g”(dDi, dDj) DiF(u) DjF(u) > CL 2 1 DiF(u)l’. 
i,j= 1 i=l 
Soit 11 WA 1111 G C, I, (o 1) II Wdll’ dw u avec une autre constante C, ne (1 
d&pendant que de p. M&tenant si z = (g, s) est un point quelconque de D. 
Comme la multiplication par g ou par s est une isometric pour la metrique 
de Bergmann la fonction D 3 u + F(g - s - u) = F,(u) est harmonique et de 
plus ]I W4ll’ =II vF,(O, 1Il’ ona le risultat pour zquelconque dans D. 
II W4112 GC, ( II Wu>ll’ Wu). (2) 
B,(Z) 
D’aprts laproposition 4.3,IV de [5] pour passez petit nedependant que 
de a on aura 
d’ou avec (1) et (2) 
ce qui nous donne avec E= 2-k 
Ilfkli, < k Lot3 WIFII; + Ilf,lI, 
et a cause de l’hypothese d  normalisation a l’inlini pour Y assez grand 
dipendant de F on a le resultat annonce. 
Ce lemme joint autheoreme 1 nous donne 
COROLLAIRE 2.2. Soit FE H$, 1 < p ( +CO, alors F a des valeurs au
bord duns W;’ et vPrifie la conclusion du th6orGme 1. 
Maintenant que nous avons des valeurs aubord dans un espace de 
Sobolev nous pouvons utiliser une technique de regularisation. 
Soit rp,,, uneapproximation de l’identite dans N a support dans la boule de 
Koranyi B(0, l/m) de centre 0 et “rayon” I/m; et bien sur vmCm. 11 n’est 
pas diffkile de construire ne telle fonction. 
Par exemple on prend rp(g) = (p(u, z”) = Ce’l’“g’:-‘“, ou ]g], =
(u2 + IIq4y2 si ] g], < 1 et p(g)= 0 si ] g], > 1. C est choisi pour que 
hGWW= 1 puis (p,(g) =.5-“&-+4, e-“*z>, oti 2n - 1 est la 
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dimension de N. Pour une fonction F dtfinie dans D la convolution se fait 
“par niveaux”. Soit zE D, z = (x, s) x E N, s > 0 
F * rp,(z) =I J’(z . g-‘) en(g) d(g) 
N 
= I J-(x * 67 s) rp,(g) auN 
= I J’(g, s) c ,(g-’ - xl dP(g). N 
On remarque que si F est harmonique dans D, comme le laplacien d  
Bergmann est un operateur differentiel invariant i gauche et le champ radial 
@/as) n’agit pas sur la convolution, F * q est harmonique. On aaussi la 
decroissance de lafonction d’aire par convolution: 
LEMME 2.3. Soit F de classe C2 de D dans R telle que 
IIA(F)II,p(N) < +a0 et (P,,, rapproximation de ridentite’. Alors 
A(F * cp,> < A(F) * v,,, < (A 2(F) *P,,,)“~ 
et pour 1 < P < +m IIA(F* rp,)ll, < lA(F>ll,~ 
Dkmonstration. 
T,=s-$ T,=sX,; Tk=s112Xk, 2<k<n, 
T n+k = $2 y k+l, l<k<n-1, 
est une base orthonormee pour la metrique d Bergman de D de champs 
invariants  gauche par action deN . S [ 5, p. 3 161, d’ou pour F de classe C2
de D dans R. 
2n-1 
II~f’(4lI’ = 1 &F(z))2 
k=O 
et 
Tk(F *(Pm,) = (T,F) *VPm 9 O<k<2n-1, 
alors 
11 W * v,)(z)~~~ = ol 0, T,F(Z * g-‘1 ant d/W) 2+ 
224 AMIiDkE DEBIARD 
On utilise maintenant u einigalitl de convexitk avec p = 2 et la mesure de 
probabilitk v),,, dp et pour 0Q k < 2n - 1 on a 
(1 ~',F(z . g-'1 pm(g) 43(g) N * Gj [~',J'(z . g-'11' v,,,(g) 4s N 
d’oti pour tout zE D 
II w * %A’ Q II w* * %n(z> 
et pour tout xE N 
A(F * cp,)(x> Q 
( 
jr 
(I 
(x) II WI* * v,(z) dW) “* = A,,,(F)(x). 
On remarque alors que pour xE N 
k!F)* (xl =A*(F) *(D,(x) 
de plus pour uE N 
A mvw I= cr II w* %I(~ * z, s> d/?(z) ds “* ntl 1 9 r,(o) s 
A m(F)(~) = co,,,(y) dpo?)( 
J-,(O) 
II v-(u - z . Y-'9 s)ll' $!p") "*a 
Mais (jfdp)P > j fp dp si f> 0, ,u mesure de probabilitl et 0 < p < 1, d’oti 
A,(F)(u) 2 j c,(y) dP(y) 
N 
(I, 
a 
(o) II VW . z - Y-‘9 s>ll* @$“) “* 
soit 
Maintenant o  remarque que F + A (F) est sous additive de sorte que 
A(F * (P,,,)(X) = A (j
N 
FW’7 s) %,dy) dp(y)) 
G I R,,(Y) A@‘,)(x) My), N 
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oti F,,(x, s) =F(xy-‘, s). Mais 
et les translations par des elements de N sont des isometrics pourla metrique 
de Bergmann, d’ou 
A 2(Fy)w = J 11 VF(x * y-1 * z)ll’do(z) =A2F(x * y-y, 
r,(o) 
d’oti f nalement 
comme 
IlAm * %Jlp G Pmll, Il%nII* = llww,. 
On a le rtsultat annonct. 
On peut maintenant montrer que si F E Hi alors FE HP, 1 < p < + co. 
Soit F E Hg et F * pm. f &ant la valeur au bord, dans W; ‘, de F du 
corollaire 2.2,f * rp,,, estalors Cm. De plus commef =f, + D,f,, otifo etf, 
sont dans Lp(N, d/I) et D, un operateur differentiel du premier o dre i coef- 
ficients constants parrapport aux champs invariants i gauche. Toujours a 
cause de l’invariance A gauche on a 
d’ou 
Ilf *v1m lIL,W G (Ilfo IlL,W) + IlfI Ilc,d 11%ll w: 
et f* vrn EL,(N, @I. 
On regarde alors F * rp, pour m fix& F * pm est harmonique. On va 
montrer que F * q,,, E HP, ie l’integrale d ns L,(N) sur les orbites du
nilpotent s bornee. fk&ant la restriction de F a Ask on veut calculer 
llfk * ‘Pm IlL#) 3 06sk = 2-k. Soit gE L,(N, @). Un calcul immtdiat montre 
we 
oli g-(u) = g(-u), 
de sorte que 
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On a aussi 
II g- * %&; = II g- * V)m L,(N) + II v&i- * %IlL,$N~ 9 
II g- * (PrnllL,(N) < II dLg II rpmll I = II &
Comme V,(g- *rp,) = g- * V,rp,, par invariance a gauche, ona 
et 
II v,dg- * Pm)II L,(N) G II ~h4%nl lIL,W II dNL,W~ 
II g- * %nIIw~ G lI&qw~ * Il%zllwp 
I(& *(Pm9 &!)I Q lfkllrv;~ I u)mllw; IIgllq* 
Soit 
Mais on a vu au corollaire du l mme 2.1 que ]]fk]]w-l < C independant de 
k. On va maintenant montrer que ]]f, * (Pi]],, est dbcroknte de s. 
Par le lemme 2.3 fk * (P,,, EL (N) soit s> 2-‘kt”. On a alors avec les 
notations de la demonstration du theoreme 1 
f,*V)m(X)=~~PI.*+,(x-l. g)fk+l*% d@(g) 
= (.h+, * corn> *ps,,+ (x1, 
d’ou 
Il.& * %Ilp G ID-k+1 * %II, IIKk+lllI~ 
Mais le noyau de Poisson a pour masse 1d’oti ladecroissance. 
F * rp,,, estdone dans HP on peut done utiliser l  theoreme d Koranyi 
[ 191. 11 existe f,E L,(N) telle que F * o,,, = Poisson[f,]. (D’ailleurs f, = 
f * q,), i.e., 
On utilise ensuite le corollaire 1.1 d l’inclusion HP c H: qui nous dit que 
IIF * ~rnll~ G C IIF * cpmll; 3 
ou C ne depend que de a, p et n (a de l’ouverture d  domaine admissible, n 
de la dimension de D). 
Maintenant pour tout zE D 
ii F * cp,(z> = F(z), 
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d’ou sur l’horosphere A, 
lim F * rp,( g, s) = F(g, s) 
n-m 
pour tout gE N et par le lemme de Fatou pour tout s> 0 
de sorte que FE HP et de plus il existe une constante C independante de 
FE Hi telle que pour toute fonction FE Hi on ait 
Ilfll, G c Ilfll; * 
COROLLAIRE 2.4. Pour tout 1 ( P ( +cr, tous les espaces HP, H$, H$, 
HP et Hz coincident. 
Immediat par les thioremes d  [5] et le thloreme 3.
Remarque. Dans la definition de l’integrale d’ ire d Calderon Lusin on 
ne s’interesse qu’aux valeurs du gradient de la fonction avec une condition de 
normalisation a l’inlini. Par contre dans l’inttgrale d’ ire brownienne il inter- 
vient le gradient de la fonction ainsi que les valeurs dela fonction. Mais 
d’apres le thtortme 3 pour 1 < p < +a~ on pouvait tout aussi b en e garder 
que la partie engradient mais avec la mime condition de ormalisation a 
l’infini que dans le cas de H:. 
IV. COMPARAISON DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY 
ASSOCIJ~ES br LA FONCTIONS DE GREEN ou A L'INTBGRALE RADIALE DU 
GRADIENT AVEC L'INT~GRALE D'AIRE DE CALDBRON LUSIN 
1. Preliminaires 
Nous allons considirer un minorant (pour p > 2) de l’integrale d’aire 
brownienne qui sera en fait une fonction de Littlewood-Paley. Nous 
comparerons directement la orme dans H; de l’integrale d’ ire d Calderon 
Lusin iune norme associee A cette fonction de Littlewood-Paley. Le point 
essentiel de cette etude itant une estimee cruciale de l’integrale de la fonction 
de Green sur les horospheres. C cinous permet aussi d’identifier pour p = 2 
toutes les normes des fonctions d’aire considerees. Une comparaison 
ponctuelle desindgrales d’aire adiale etde Calderon Lusin ous permet 
alors d’obtenir un rafftnement du thioreme 3.
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On rappelle qu (voir [5]) .X,(t) &ant la diffusion surD de gtnerateur 
l/24 et F une fonction harmonique dans D. 
et 
oti Ebs est I’esperance de m sure initiale p sur I’horosphire A,, EC,,,, ttant 
celle d la diffusion partant de(x, s) E D. 
OnapourxENets>O 
En appliquant u einlgalite de convexite on obtient done dans notre 
situation pour p > 2 
En interpretant, commeil est fait classiquement, une inttgrale de la 
fonction de Green comme une esperance d’un tempts desejour dans la partie 
considlree (ici il s’agit du tempts de sejour dans D) on aura en notant par 
G(z, z’) (avec z E D, z’ E D la fonction de Green de D muni de la metrique 
de Bergman 
E 0,s) 
(i 
+m II VF(x,(t)ll’ df) = ,f G((x, s), z) II VF(z)l12 dw(z). 
0 D 
La fonction de Littlewood-Paley que nous aurons a considerer est alors 
W)(x, s> = (, G((x, s), z) II Wz)l12 d44) v2 
D 
avec pour norme 
II W)llp = ;u>g (j- N (W)k s)Y’ #W) I” 
ESPACES HP 229 
et 1’011 sait deja que pour p> 2 ]/G(F)]], < I$< C ]]Fllp (theorime 1 et 
proposition 3.6 de [5]). M ais voulant effectuer une comparaison directe de 
G(F) avec la fonction d’aire d Calderon Lusin il nous era utile d calculer 
la fonction de Green de D. 
2. Calcul de la fonction deGreen de respace hermitien hyperbolique 
LEMME 2.1. La fonction deGreen de D muni de la mPtrique---&Log h 
est pour (U, 2) E D x D 
G(U,Z)= (-l)‘+l (n4-@! (Log@ +X)-X 
+$f+ . . . + (-1)“-‘gL) 
WW h(Z) 
’ = Ip(U, -91’ - W.0 h(Z) 
et p(U, Z) = (i(z, - U,) - 2 C;=z U,Z,J est la fonction servant ridepnir les 
noyaux de Szegii et de Poisson. 
Dbmonstration. Comme D est un expace symetrique de rang 1on a [ 15, 
p. 4461 
oii G est la fonction de Green, p q 2 points del’espace symltrique, d(pq) la 
distance geodesique de ces deux points etA@).l’aire de la boule de rayonp. 
On va se ramener aucentre d la boule unite de C” par la transormation 
de Cayley @ (voir [5]). Soit Bh(O,p) la boule de centre 0 t de rayon p pour 
la metrique de Bergmann dela boule unite d C”. (On designera parle meme 
symbole les boules de l’espace hermitien hyperbolique, de mCme pour les 
fonctions de Green correspondantes). On verifie saris peine que si d” designe 
la distance pour metrique de Bergman on a pour zE Puc’(O, 1)on a Iz) =
th[d*(O, z)] de sorte que B*(O, p)= F”“(O, r) avec r= th(p). Ona @(O) = ie 
(ou e = (1, 0, n, 0) de C”. On pose pour zE Puc’(O, 1)Z = @p(z). Qi&ant 
une isometric pour les metriques d  Bergmann respectives on a 
dh(ie, Z)= d*(O, Z), @(WA P>) = BhGe, PI, 
Aire de @‘(O, p) = Aire de &‘(ie, p) = A*(p), 
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de sorte que 
d’ou la necessite de calculer Ah@). 
On note par dw” et dwe les elements de volume de la boule respectivement 
pour la metrique d Bergmann et pour la mltrique euclidienne t 1’011 a 
immediatement 
dw’ 
dwh = (1 _ 142)“” * 
Puis en notant ~2” et aX’ les elements d’aire hyperbolique et euclidien sur
les urfaces d boules correspondantes o  a aisement: 
2 * II” r2n- 1 
ad = (n - l)! (1 - 4n = 
2 * 7rn 
(n - l)! 
. chp sh2n-‘p 
et 
V(P)= “A$)du 
I 
[ 15 p. 4461 
0 
d’ou avec un changement de variable evident 
On vkitie alors saris diffkultes en posant 
1 - ]z12 
,lY= lz12 
we 
I 
’ (1 - sy ds 
121 
S2n- I 
= (-lY+’ 
2 ( 
Log(1 +X)-x+;+ . . . + (-l)~-‘fz), 
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d’ou le calcul deG(0, z) et utilisant @-’ 
(b-1 (+,,z,+p2 (...) 9  
1 1 
On a alors par un calcul immediat 
,z,2= IZ,I*+ 1+21mZ,--h(Z) = Ip(Z.ie)l’-4h(ie)h(Z) 
IZJ + I + 2DmZ, b(Z, ielI’ ’ 
d’ou 
G(ie, Z)= (-l)“+r (:-iJ! (Log(1 +x)-x 
+;+ . . + (-q-l 2 1 
avec 
4h(ie) h(Z) 
x = Ip(Z, ie)12 - 4h(ie) h(Z)’ 
Pour passer a un couple quelconque de points on utilisera les deux 
groupes d’isometries de D, N et S. Soit UE D il existe g = n . s avec nE N 
et s E S tel que g . U = ie. On remarque alors par la formule (a) que la 
fonction de Green est invariante sous l’action de N et S de sorte que si 
Z = g . Z’ on aura G(U, Z’) = G(ie, Z). On verifie enfin que 
4h(ie) h(Z) 4/l(U) h(Z’) 
Ip(Z, ie)l’ - 4h(ie) h(Z) = Ip(Z’, U)l’ - 4/z(U) h(Z’) ’ 
d’ou le lemme 4.1. 
Remarque 1. Pour calculer la fonction de Green on pouvait aussi 
remarquer que c’est une fonction radiale. Comme le laplacien radial vaut: 
A,=~+ 1 &IQ) a 
%’ Ah(p>dp-6;; 
[15, p. 4451 
et que AhQ)/Ah@) = 2((n - 1) coth r+ coth 2r) (la racine 4 ala multiplicite 
2(n - l), la racine 1 st simple) 
A, = -$ + 2((n - 1) coth r+ coth 2r) $
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G(ie, 2)est alors une solution de A, = 0 avec les conditions auxlimites 
habituelles. (Avecle changement de variable u = r2 = th2p, A , devient A,, =
u(1 - u)’ (a/&‘) + (1 - u) (n - 24) (a/au) que I’on integre facilement.) 
Remarque 2. La partie abelienne dans la decomposition d’I vasawa 
itant ~‘(a’/&‘) - (n- 1) s (a/&) [5] les coordonnees horospheriques sont 
done plus commodes que les coordonnees polaires. 
Nous pouvons maintenant, pour p > 2, comparer l’integrale d’aire d
Calderon Lusin ala fonction de Littlewood-Paley introduite. 
3. Dtkonstration du thiorzme 4 
On pose 
ZPG,(F) = ,( (W)(xv Y))” d/3x). 
N 
(a) Pour p = 2 
Z%(V = I, Mu) jo+ m-$( II Wx, s)l12 G((xv ~ ,~9y>> dP(x) 
par action isometrique du groupe nilpotent qui conserve globalement chaque 
horosphire on aavec x= u . v 
La fonction de Green itant invariante sous l’action de N cela nous donne 
Z’G,(F) = (+ m-$jN G((v, s)(0, Y)) j-, IIVF(u . v,s>ll’ 4%). 
0 
Mais SN /I VF(u . v, s)ll’ d/l(u) = o(s) ne depend pas de v, d’ou 
Z2G,(F) = (+ to -$$ ds j- G((v, s), (0, Y) dP(v). 
0 N 
D’un autre kite posant 
Z24(F) = I, dP(x) I,, t(X) IIWz)(12 dw(z) 
z~A,(F) = I, d,@(x) ,,; -$ j-,, as) II v-b 4” 4%) 
(ici B(x, as) designe laboule de Koranyi sur N de centre x t de rayon as). 
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Comme B(x, us) =x . B(0, as) et que JB(O,as) d/?(u) = C,a”s” et aussi 
I x.BtO,asj II W4 sll’ d/44 = SBtO,asj II Wx . h sll’ dPt4 on a 
Z2A k(F) = c, a” I 
k P(S) - ds. 
0 s 
I1 now suffrt done de comparer J”, G((u, s), (0, Y)) d/?(u) ets” posons 
on a 
4h((u9 s)) h((OY 0) 
IP(o4 s>, (07 Y))lZ - 4M(u, s)) 4to9 Y)> 
4sY 
=(s+Y+~[1=21ukj2)2+u:-4sY=a~ 
1. Majoration dePintbgrale d’aire d Calderdn Lusin 
On remarque tout d’abord par un calcul sans diffkultes que pour: 
0 < II < 1 fixe on a 
+ (-ly+l ( Log(1 ++a+;+ . . . + (-1)“-‘gJ 
pour 0< a < (1 - A)/A. 
Comme 0 < a < 4sY/(Y - s)’ il suflira de prendre la hauteur K du 
troncage en fonction de Y: K = cY alors a < 4c/(l - c)~. Soit par exemple 
C = l/10 et on peut prendre A = f. 
D’otipourO<s<KrCY(i) 
4sY 
I 
n 
Gttu, s), (0, 0) 2 c 
(s+y+~~=,~~,~2)2+(~1)2-4~y * 
(On notera toujours par c les constantes n  dependant que de n et de 
l’ouverture” a du cone.) 
On a alors 
[(s + y+ 2;=2 lukl’) + t”l)’ - 4sy]” 
< I Gttu, s>(0, u)) d/3(u). N 
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En posant U, = x, v = v, , v2 ,..., vZnm2 on a 
dv, dv, a.. dvznm2 
[(s+Y+~~v~(2)2+x2-4sY]” 
et en passant encoordonnkes polaires 
,.2n-3 d; 
[(s + Y + r*>* + x2 - 4sY]” 
et avec r* = t 
t”-* dt 
[(s+Y+t)*+X*-4sY]“’ 
Alors 
(s+ Y+t)*+~*-4sY~(Y-s)*+t*+6(Y-s)t+x* 
car par (i) Y- s > s puis 
(s+Y+t)*+x*-4sY~(3(Y-s)+t)*+x*=A2+x* 
en intkgrant e  x il vient 
+* In@, Y) >any” I 
dy +m 
I 
t”-‘dt 
0 (1 + Y’)”0 [3(Y - s) + t]*“-’ 
et 
I 
too *-* dy 
o (l”+ yy-’ 
de sorte que 
CS” y” 
Z”@Y r> > (y- s)” 2 c’s”, 
ce qui fournit bien I’estimCe souhaitke. Celadonne alors pour Y> 0 
Z24,P) = (, 4%x) ( II W~)l12 dNz) 
r.,cu(x) 
4cz*G,(F)=j+*~~ GO, ~1, (0, Y)) @P(u), 
0 N 
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d’oi en passant ausup sur Y et en remarquant queZ’A,(F) est croissante de 
k on a 
Dans tout cela on suppose toujours que la quantitk quidomine st finie 
sans quoi l n’y a rien iprouver. 
2. Minoration dePinttfgrale d ire de Calderdn Lusin 
Pour la minoration l faut prendre unpeu plus de prkcautions: On nepeut 
kiter la singularitk de la fonction de Green. 
On a dbji comme prkckdemment pour la majoration 
jN G((u, s), (0, Y)) d/?(u) = c,(-l)“+’ jotrn dx 
X Log(1 +a)-a+%+ . . . + (-l)n-lS 1 c n-2 dt 
avec 
4sY n 
a = (s + Y + t)* $ x2 - 4sY’ 
t= 1 Iuk12,x=u1 .
k=2 
On icrira l’intigrale sous aforme 
et on utilisera uivant les cas les estimkes suivantes d  la fonction de Green 
qui sont faciles B vkrifier. 
(1) Pour tout a G((u, s), (0, u)) < a”-‘/(n - 1). 
(2) Pour tout a < 1 G((u, s), (0, Y)) < an/n. 
On prendre A2= B2 = IsY avec ,I assez grand pour que a < 1 sur le 
domaine d’intkgration consid&. 
Alors pour le premier morceau on aura 
o=j j +mdx +* 
0 A 
et comme pour la minoration on a
@<cs”y” +m I 
dy too 
I 
t”-= dt 
0 (y*+ 1)”,, [(s + Y+ t)= -4syp-‘/= 
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J= +a i 
t” 2 dt 
A A[@+ Y+t)2-44sY](2”-‘)‘2 G 
et avec u = (sY. y)“’ 
1 
i 
+CC 
G (SYy 
dv 
3 (yz _ 4)2n-i/z 
en prenant A = 3(sY)“*, d’oi @f C,(sY) &‘*, En prenant aussi B = 3(sY)“’ 
on aura encore de la mZme man&e que pour @ en inttgrant cette fois 
d’abord en t et en regardant bien les estimkes. 
dt < C,(sY)"2. 
Pour @= j”g dx ,f{ dt il &Tit d’utiliser I’estim6e (1) de la fonction de 
Green. 
On supposera ici que (l/c) Y & s < cY. 
(3) Avec, par exemple, c = 10 de sorte que 
(s+Y+f)2+x’-4sYZx2+t*+2t(s+Y)Zx2+t2+2cY. 
Alors 
I= I : 
dx 
[(s+ Y+r)2+X2-4SY]“-1 
I 
A < 
o [x’ +t(t zk)y = o (x2 +:y r 
ce qui donne 
1 
I<---- m2n-3 i 
A/ m dy 
0 ($f 1)n-1 < o i 
f‘x 
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d’ou 
en tenant compte de l’hypothese (l/c) Y < s < cY. 
Ce qui donne done avec ette hypothese 
I G((u, s)(0, )Mu) <cf. N 
(4) 11 reste a voir l’estimle pour s< (l/c) Y et s > cY dans ce cas on a 
toujours a < 1 et l’on peut utiliser d’un seul coup l’estimee (1) de sorte que 
5 G(h ~1, (~3 Y>) Mu) N 
<s”Y”jo+mdx jo+m 
P2 dt 
[(Sf Y+t)2+X2-4sY]“-’ =I,* 
On remarque que 
(s+ Y+t)2+X2-4sY>(Y-s+t)2+x2. 
On a alors desuite enintegrant en x 
F2 dt 
(Y-s + t)2”-’ 
puis intigrant e  t il vient comme pour la minoration 
Finalement compte tenu de (4) il vient 
I, < cs” 
et regroupant toutes les estimtes pour tout s> 0, tout Y> 0 on a 
I G((u, s), (0, Y)) d/G) <CS”, 
580/40/2-E 
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(b) Dbmonstration p ur p > 2. On raisonnera pardualitl, comme il 
est fait usuellement, pourfaire “sauter les radicaux”. Pour cela soit q
l’exposant conjuguk deP/2. Comme on a 
w-II,)* = ,,gu& ( W))’ g(x) dv. 
20 
On aura ussi 
(jN 4%) (jr 
“.k 
(u) II wzw d-q”) Up 
= sup j g(u) M(u) j II&< ’ N II ~Wll’ ddz) 8>0 ra,k(“) 
0, &4 [jD G(z, (~9 Y)) II WzIl* WI]d2) VP 
= ,,y, jN t+PP@) jW, (u, r)) II Wz)ll* dw(z) 
Z-0 
N 
posant I( VFl(* = ~1 on a encore enposant 
ZG,(F, g)= j g(u) @(u) j G(zv (~3 u)) (P(Z) ddz), 
N D 
On a encore comme prCcCdemment 
W'~g~=j+m-$j g * cp(., s)(u) G((u, sh(0, 0) @(u), 
0 N 
z4~~~~~=j~$Ij g * cp(-9 s)(u) 4&u). 
B(O.US) 
11 sufflt alors de comparer 
et cela se fait comme pour p= 2 en tenant compte de l’harmoniciti de F. 
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Remarque. L’estimee )] G(F)]], < C ]]F]$ , 2< p < +co, resultat deja du 
theoreme 3 t de son corollaire. 
4. Fonction de Littlewood-Paley de Koranyi et Vagi et prolongements de
th&orSmes 3 et 4 
Le calcul deZ2A,(F) montre qu’il s’introduit naturellement une autre 
fonction de Littlewood-Paley due a Koranyi et Vagi (voir [21 I). Pour F
harmonique dans D et x E N on pose 
g(F)(x) = (I’” II VF(x, s)ll’ f) “2 
0 
et cette fonction de Littlewood-Paley est i rapprocher d  la fonction de 
Littlewood-Paley classique dtfinie sur le domaine R” x R+: g(f)(x) = 
(.r’i+ cc Y /I V-(x, Y>II ’ & “2, ou x E R” et I) Vfll est la norme euclidienne du 
gradient. 
On a alors 
sup Z2A,(F) = c, a” 
k>O 
~~d~(~)~o+-llVF(u,s)l12~ 
= w”(ll s(FIlL~cN,>2 
soit IIFII~ = kan)1’2 II @I12. 
On peut m&me remarquer que comme dans le cas euclidien (voir [ 311) la 
fonction d’aire A(F, a) domine la fonction de Littlewood-Paley g(F). 
LEMME 4.1. Zl existe une constante C ne d&pendant que de a et n telle 
que pour toute fonction F harmonique dans D on ait 
g(F)(x) < CA E a)(x) pour tout x E N. 
Dtfmonstration. Elle suit celle d [ 3 1 ] 
O” 11 VF(x, s)l12 $ 
+CC 
= J’ I I”’ kr0 1/2k+l 
11 VF(x, s)ll’; + g II*+* IIVF(x, s)I12 ;. 
k=O 2k 
On va majorer 
I 
“” 11 VF(x, s)ll’ ds/s = I,. 
I/2X+’ 
Soit sk E [l/2 ‘+I3 l/2& tel que SUPs~[~/2*+l.~12kl 1  Wx, S)ll < 11 vF(X, s&)ll, 
d’ou I, < Log 2 1) VF(x, sk)((‘. M ais ]I VFl12, bien que non sousharmonique, 
240 AMkDl?E DEBIARD 
verifie un propriete de “presque” sous moyenne n volume (voir lapreuve 
du lemme 2.1 chapitre III). 
Si B, est la boule geodesique de centre (x, SJ et de rayon p on a 
On pose ncore r = th p et on utilise un remarque d ja faite concernant 
les boules geodesiques si z EB,(x, sk) alors 
l-r l+r 
sk l+r - < h(z) < Sk l-r’ 
d’oi si 0 < r < l/3 
1 
- < + < k(z) < 2s, < -& 2kt2 
de sorte que B,(x, sk) rencontre au plus quatre boules de la famille. On 
utilise maintenant la caracterisation des domaines admissibles par
empilement de boules geodesiques d  rayon constant (Proposition 4.3 de
[5]). Pour tout a> 0 donne il existe p > 0 tel que 
ce qui nous donne 
I l 11 VF(x, s)l12 $ Q 4 Log 2c, ( II VF(z)l(* &0(z). 0 r,(x) 
La mtme demonstration nousdonne 
5 +O” 11 VF(x, s)ll’ $ <4 Log 2c, 5 II VF(z)l12 do(z), 
1 r,(x) 
d’ou le resultat annonct. 
COROLLAIRE 4.2. II existe m constante C > 0 tie d&pendant que de a, p 
et n telle que pour tout 0 < p < +a~ et toute jionction F harmonique dans D 
on ait 
II &WI, & c IIqz. 
La preuve resulte du lemme 4.1 et du theoreme 2.
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Remarque. Dans [2 1] on demontre que pour 1 < p < +a 
II df9IIp G c IlqJ 
LEMME 4.3. II existe une constante C telle que 
s 
G((x, s), (u, Y)) &3(u) = C inf(s”, Yn). 
N 
Dkmonstration. Onpose 
Hy(x, s)=I G((x, s), (u, Y)> #Ku) N 
= I G((O, s), (x-’ .u, Y)) d,@(u) N 
= 
I 
WC4 ~1, (0, y>> c@(u), 
N 
d’ou HY(x, S) est une fonction harmonique “radiale” positive surD - A,. De 
plus elle est continue, comme on peut aislment le verifier i la main, ou par le 
fait que c’est unpotentiel de Green d’une fonction reguliere. 
On a H,(x, 0,) = 0. De plus il resulte de l’estimee nonevidente du 
theoreme 4 que H,(x, s) < Cs”; set Y jouant des rbles symetriques on a
aussi Hy(x, s) Q Cl”‘. 
On est done amene a etudier sur I? ’ les fonctions H, continues sur
IO, +co [, C* sur IO, Y[ U] Y, +CQ [ telles que 
s 2 a*& y-(n- l)s%=O, 
3s 
comme toute solution est de la forme Cs” + b d’apres les conditions aux
limites 
sur [0, Y[ Hy(s) = Cs”, 
sur[Y, +a~[ Hy(s) = CP, 
d’ou le resultat. 
Remarque. G(z, (u, Y)) = G,,,,,(r) est la fonction harmonique minimale 
de p61e (u, Y), z= (x, s) -+ s’ est la fonction harmonique minimale d p6le le 
point a l’infini, le rtsultat n’est done pas fortuit. 
On peut maintenant identifier toutes les fonctions d’aires dans le cas p = 2. 
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PROPOSITION 4.4. II existe une constante C,ne dkpendant que de n, une 
constante C, d&pendant den et a telles que pour toute fonction F harmonique 
dans D on ait (si FE HZ et f est sa valeur au bord) 
IIFll2 = Ilfllz = II WIlz = ($ Z2’%(F))“2 
= C, II g(FIlz = C2 ll~@9112 - 
Dkmonstration. 11n'y a w’i montrer que llfl12 = IIWI12 = C, II @‘II2 
le reste etant deja vu. 
Partant dela formule d’Ito ona 
~w,dFKoWN2 =F2h Y) + &,n (1 ’ II WT,,Wll’ dt . 0 ) 
Comme pour t + co X,(t) converge v rs un point de N (Le probleme d
convergence estimmediat: la martingale F(X,(t)) est dans L’), que la valeur 
au bord fest dans L’(N), mais aussi que la distribution XJc )est donnte 
par le noyau de Poisson (Lemme 1.2 du chapitre IIIde [5]) la formula d’Ito 
pour t = +co s’ecrit 
f2 * PAX) - F2(x, r)= ( G(z, (x, y>) II Wz>ll’ do(z) 
D 
(il s’agit en fait dela decomposition de Riesz de la fonction s us harmonique 
F2: f2 * PY(x) est la plus petite majorante harmonique d F2 et G’(F) le 
defaut d’harmonicite). 
En intlgrant surN
/ 
N 
d@(x)[ 
N 
P,(x-’ .u)f “(4 48(u) - j F’(-G y>dP(x) = Z’GAF>. 
N 
Utilisant alors le lemme 1.4 chapitre II de [5] et le lemme 4.3 on a 
(IIf llJ2 -IF2b v) d/W) 
N 
= 1’G,(F) = C I da(x) lim ]] VF(x, s)]]’ inf(s”, I ‘) -$
N 0 
La conclusion resulte alors ducorollaire 1.3 chapitre III. 
COROLLAIRE 4.5. Pour tout 1 < p < +co, il existe une constante C ne 
dkpendant que de p et n telle que pour toute fonction F harmonique dans 
D(F E HP) on ait 
II gV’)llp 2 C IPIp. 
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La demonstration est immediate par polarisation de l’egalite Lz enappli- 
quant le corollaire 4.2.
Remarque. Voir dans [ 2 1 ] une autre dimonstration du fait que 
II Lmll2 = c Iv-II** 
On va maintenant comparer IIG(F)II, a llF&,. On sait deja par les 
theoremes 3 et 4 que pour 2 Q p < so0 il existe d ux constantes c, et C, 
telles que 
c, II% G II ‘3% G C, II=% 
COROLLAIRE 4.6. Soit f E Lb(N), 1 < p < +co, et 10(x, s)= f * p,(x) 
alors il existe une constante c dipendant seulement dep et n telle que 
llFllp G cII WII,. 
Ddmonstration. On sait deja que le resultat esvrai pour 2 Q p < +03. 
Pour l’etablir pour 1 < p ( 2 on va presque polariser ,l’egalite L2 du
corollaire p cedent; on utilisera lesnotations du corollaire 1.1 du 
chapitre III. On considere l’application lineaire T, de L2(N) dans T(L’(N)) 
ainsi detinie: soit fE L2(N) 
Tdf) = 0-1 ,UL Tn A./-)), 
oti TiY(f) est definie pour (x E N, U E D) par 
Tiu(f)(X, u) = vG((x, y), u) f ok’(u) f (u) 
k=l k 
avec pour produit scalaire hermitien 
(TvL T,h) = j- 43(x) j- G((x, u), f-4 2 
N D k.p= I 
gkp(v) g (v) g (v) da(v), 
k P 
oi H est le prolongement harmonique de h. 
Par construction ( Tyf,TYf) = I’G,(F). 
Soient alors f E L2 n Lp(8D) h E L2 n Lq@D). Pour tout E> 0 il existe 
Y,(f, h)tel que pour tout Y> Y, on ait, vuque l’on aun sup croissant, 
Wll2>’ - E G (II Wf)l12)2 G (Ilfll2)’ + E 
et de msme pour het h + f de sorte que l’on apour Y> Y, 
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puis on a comme precidemment 
IV,(f). T,(h))1 G V’G~(F))“p (Z9G,WN”9. 
Mais pour q> 2 on a 
V9G,W))“9 < sy;! V4c,(W)“9 < C, /I HII,, 
d’ou 
ceci pour tout E> 0. Soit: C,I( G(F)(I > /f&, 1< p < 2. 
Remarque. Pour 1 < p < 2, on a Eb~(Iirn 1) VF(X,)ll’ dt)“” < Ze(F). 
11 resterait i demontrer l’estimee II G(F)(I, < C, IISllp, 1 < p < 2. 
Remarque. On pouvait aussi considerer la fonction de Littlewood Paley 
g, associee au champ de vecteur radial ~(a/&). Alors g,(F)(x) = 
(I,’ O”s@F(x, s)/as)’ ds)U’ on a g,(F)(x) < g(F)(x) eton pourrait encore 
montrer que 
II &ml, = II &ml, I<p<+oo. 
En fait on a une definition completement intrindque de la fonction g,.Si 
yX est la geodlsique joignant le point a l’infini a x EN, T est le champ 
~(a/&) et da(s) = (ds/s) (Test le champ de vecteur tangent a yX, il est de 
norme 1 pour la restriction de la metrique a yX et da(s) est l’element de 
volume correspondant.) Alors 
d(f)(x) = 1 WI2 do % 
nous allons utiliser la fonction g, pour obtenir un raffinement du theoreme 3.
TH~OR~ME 3~1s. Soit 1 < p < +a~ ; soit F harmonique dans D telle que 
il existe Y, > 0 tel que pour Y > Y, Ilf,l/, < C (f,(x) = F(x, Y)) et telle que 
I/ g,(F)& < +a~ alors F E Hp. 
Dt!monstration. 
I+, 9 - F(x, so)/ = j Is’ $ (x, s) ds / 
< (Log;)“’ (1;“s ($(x,s)2ds)1’2. 
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Comme on peut oujours supposer que Y/s, >e puisque ons’interesse a la 
situation Y -+co et sg -+ 0 on aura 
IF(x, Y) - 6x9 %)I Q Log; g,(F)(x) 
et pour Y 2 Y, 
et avec sk = 2-k 
Il.L,ll, G c + Loi% g II &ml, 
Iifkll, = il.&lip < c + k L‘S 2yII S,(F>Ii, 
et comme CpEo 2-WZ(k Log 2Y II g,(F)& + C) < fco on peut appliquer l  
thloreme 1 t F admet des valeurs aubord ans W;‘. La demonstration se 
poursuit alors comme au theoreme 3.
V. RELATION ENTRE LA FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY 
ASSOC~E A LA FONCTION DE GREEN ET LES FONCTIONS A
OSCILLATION MOYENNE BORNBE,BTUDE DE HI ET DUALITB H' B.M.O. 
On trouvera une relation entre les fonctions a o cillation moyenne bornee 
sur N et la fonction de Littlewoord-Paley du chapitre IV;des applications 
de cette relation qui nous permettront, e  utilisant la caracterisation 
probabiliste de H’,de completer l’etude de H’ et de demontrer que B.M.O. 
est le dual de H’. 
1. Les fonctions tioscillation moyenne Born&e sur le groupe d’Heisenberg N 
de dimension 2 - 1 
On part de la boule unite de Koranyi centree en 0 sur N
I 
n-1 
B,(O)= x=(u,z)EIRxC”-‘;lxll=max 1~1, x /zk12 <l 
I 1 I 
et par action a gauche de N et action deS (sx = (SU, s”*z)) laboule de 
Koranyi de centre x t rayon sest alors B,(x)) = s . x . B,(O). 
Posant 
I 
d/3(u) = PC, = I B, I 
B,(x) 
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DEFINITION 1.1. fest une fonction i oscillation moyenne bornee sur N
(B.M.O.) sielle est localement i egrable et si
On remarque tout de suite, par la forme choisie pour la definition que les 
deux groups S et N operent sur les fonctions B.M.O. par translation i 
gauche. Sif est une fonction B.M.O. alors pour tout sE S et tout xE Nf,,, 
(definie parfs,X(u) = f( s. x . u)) est aussi une fonction B.M.O. avec mime 
norme. 
On remarque aussi qu’on pouvait tout aussi bien detinir B.M.O. apartir 
d’une autre jauge homogene, par exemple avec la jauge 1a I2 :
Ix12 = (u2 + (F’ lzk12)2)“2* 
On note par B; la boule unite pour cette jauge. Comme B; c B, c 2”2B1, il 
existe d ux constantes c tdtelles que 
c IlflIB’.M.O. G llfll B.M. . < d llfh3’.M.O.~ 
06 IlfllB,.M.O. est la norme B.M.O. pour la jauge ]. 12. Le choix de la jauge 
n’a done pas d’importance. 
Comme sur un expace de type homogtne, ici N avec pour paramitres 
k = 2 et A = 2”(] x. x’I<2(14 + lx’l), P&l= 2” IB,I>. 
On a le theoreme d decomposition de Riesz, Calderon etZygmund 
(theortme 2.2p. 72 de [2]) que l’on rappelle dans notre situation. (Voir aussi 
121 I.1 
TH~OR~ME. Soit f me fonction risupport borne’, f E L’(N, d/?) et a > 0. 
II existe une constante C ne d&pendant que de k et A et une suite de boules 
BJxi), notie B,, telle que 
(1) I f(x)1 < aC presque partout sur N = Up”=, Bi ; 
(2) pour tout il/P,] J*,f(x) dP(x) < aC; 
(3) C;“=, PII GC/a J,lf<x>l dP(x). 
On en deduit lelemme suivant (lemme 1 de John et Nirenberg de [ 161 
dans le cadre de iR”) dans la situation d’un espace de type homogene. La
demonstration est pratiquement la m&me a partir duthtortme d decom- 
position. 
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LEMME 1.2. Soit f une fonction tioscillation moyenne bornPe ‘SW N. 
Alors pour tout sE S tout xE N et tout u> 0 
Bb E B,(x): If(u) -f&J > 4 < k PSI ev(-h Ilfll~.‘,.o.)~ 
oli ket b sont des constantes qui ne dbpendent quede n. 
On en deduit desuite que pour tout 1< p < +co, B.M.O., = B.M.O. avec 
des normes equivalentes. B.M.O., &ant detini par 
If@> -L,,(x) I’ Mu) = (Ilfll,.i,,.o.,Y 
2. Dimonstration du thtforsme 6 ete’tude de ses premi&es consbquences. 
De I’observation fa tepar C. Fefferman et E. Stein dans [9] que si fest 
dans B.M.O. de R” alors 
on peut penser avoir des estimees du meme ordre dans notre situation et 
utiliser la connaissance explicite du noyau de Poisson Bergmann et l’action 
des groupes N et S pour obtenir une caracterisation de B.M.O. il’aide d s 
fonctions harmoniques dans D. 
Dimonstration du thPorime 6. Partant dunoyau de Poisson P,(x) = 
C,s”(u* + (s + ]]z]]*)*)-” (x = (u, z), l]zl]* = C Izn12) on remarque que 
P,(s .x) = SK”P,(x) et d/?(s . x) = s” d/3(x), d’ou l’on a
f * P,(x) = (, f(x * u -‘) P,(u) d/3(u) = I f(s . x . u- ‘) PI(u) d/3(u). 
N 
Soit f* P,(x) = f,,, * P,(O). De sorte que si f est dans L’(N) f,,, l’est 
aussi et si ] f 1 * P,(O) est fini f * P,(x) l’est aussi pour tout sE S et tout 
x E N, de meme si f est dans B.M.O. f,,, l’est aussi et IIf IIB.M.O. = 
Ilfs,xlls.M.o. * L’existence de] f I * PI(O) implique done dans ces cas celle d
f * P,(x). On va done majorer ] f I A* P,(O) pour 1 < 1 < +a, ou f est une 
fonction B.M.O. sur N. On pro&de comme pour des estimees d  fonctions 
maximales: On decoupe N en couronnes sur lesquelles on approxime l
noyau de Poisson. On part de B, (que l’on otera B,) et on fait agir les 
dilatations en prenant lasuite d boules B,= 2.3.kB, oti kE N. Sur N-B, on 
a l’estimte facile du noyau de Poisson P,(x) < C2-Ak2”. Au lieu de regarder 
If I’ on prendra If -f&l* ce qui ne changera ien a la methode mais 
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permettra de faire apparaitre la norme B.M.O. (Les fonctions B.M.O. sont 
dktinies  une constante additive prh) 
On utilise cette estimke dunoyau de Poisson pour karranger cette somme 
ce qui donne aprts regroupement 
< ~(1 -24”) ? 2-Akzn 
k:O 
On estime alors J,, If(x) -f&IA d/?(x); on ad&jA aiskment 
(J Bt If(x) - lB,l” 4w)
< 2A (J 
Bk 
If(x) -&,I* 4?(x) + 21k”C, l/,,-&lA)~ 
D’aprk la gknkalisation du lemme de John Nirenberg 
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On estime If,, -fB,I comme dans [9] 
1 IfBk-, -a = ,Bkel( ~ ( JBk~, (f(x) -h,de) 1 
< 2- *+w; I If(x) -f,,, d/?(x) 
< 2-A’k-1w Iii, Ilfllm.0. = 2””IlflIB.M.0.~ 
d’ou 
et 
If,, - &,I G k 2’” Ilfll~.~.o. 
1 
if(x) -&IA d/3(x) < c, * 2’“k+“A(CI + pm IlfllLo: 
Bk 
Finalement 
If -.fzJ * P,(O) < c * c, 2 f. 2-YC, + 2 212Y IlfllL4.o. 
= C(A) llfllL.0: 
En particulier flA* P,(x) existe pour tout 1< A < +a3 tout s E S tout 
x E N et F(x, s) = f * P,(x) et fz * P,( x sont des fonctions harmoniques ) 
dans D. Puis 
I&--f * PI( = 1 (f(x) -ho) PI(X) ax) G c lIfllLI.M.cl.9 
d’d If-f * p,(o)? * p,& c’(n) ,,f,,i M o . 
Utilisant encore l’action de S et N on a pour tout 1& A < +co tout sE S 
et tout x E N 
If-f * WP * P,(x) G C’(A) IlfllL3. 
et avec 1= 2, f2 * P,(x) - (f * P,(x))’ < CIlfllL.o.. 
Maintenant la fonction f * *P,(x) est la plus petite majorante harmonique 
de la fonction s us harmonique F* t le defaut d’harmonicite est donne par le 
potent&l de Green de AF* = 2 II Vfll’ et f’ * P,(x) - F*(x, s) = G*(f )(x, s). 
Rkiproquement. Soit f mesurable surN telle que IfI *PI(O) soit fini, par 
l’argument deja utilise f se prolonge partout par f(x, s) = f * P,(x) et on 
suppose que II G(f )lILmcDj --. < C. On en deduit alors que f 2 * P,(x) est fini soit 
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en appliquant le theoreme d Riesz a la fonction sous harmonique F2 en 
tenant compte que le potentiel de Green de AF* est borne, soit en appliquant 
la formule d’Ito i F*(X,(t)). Utilisant une inegalite de concavite av c l’ex- 
posant l/2 on a: 
< sup (j (f(x *u-‘) -f * P,(x))‘P,(o) #3(u)) I’* < c. SES N 
Utilisant une fois encore l’action des deux groupes cela s’ecrit naivement 
sup If,,, - f,,, * Pi( * P,(O) < C* SES 
XEN 
I1 n’y a plus qu’a minorer Pi(x) sur B, par une constante C, qui ne 
depende que de n. 
et chacun des deux morceaux dumembre de droite est major6 par CC; ‘. 
Remarque 1. Cette caracterisation des f ctions a oscillation moyenne 
bornee etait deja connue dans le cadre de F?” x iR + par Gundy (voir l’in- 
troduction de [ 141) et reprise par Meyer dans [23]. 
Remarque 2. On a vu que dans HP, 2 < p < +oo, llFllp z 11 G(F)jI, etil 
en est de m6me pour B.M.O. On peut done caractiriser les fonctions 
harmoniques dans D par le dlfaut d’harmonicite de leur carre. 
Remarque 3. On relie alors aisbment les fonctions B.M.O. ila diffusion 
X,(t) sur D associies auxtribus .L%?~. Si f est une fonction B.M.O. et F son 
prolongement harmonique alors la martingale Y,(w) = F(X,(t)) - F(XJ0)) 
est une martingale B.M.O. pour toute mesure initiale P, (z E D) puisque si
(Y, Y) est le processus croissant ssocii ifon a 
E,[(K Y) a - (K Y) d41 
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RCciproquement si f&ant donnke telle que IfI *P,(O) < +a0 et si Yt(w) 
est une martingale B.M.O. pour une mesure intiale Pz alorsf est B.M.O. En 
effet G’(F)(X,(r)) est bornie, comme la mesure de Green est absolument 
continue par rapport B la mesure de volume de D. G’(F) est born&e presque 
partout do, done partout par semi continuitk infkrieure. C’est cette carac- 
tkisation probabiliste de B.M.O. qui avait amen6 la remarque d Gundy. 
Nous allow mentionner quelques conskquences de cette caractkrisation de 
B.M.O. 
COROLLAIRE 2.1. Soit f duns B.M.O., alors f* P,(a) est dans B.M.O. 
pour tout s> 0 et il existe c > 0, ne de’pendant quede n, telle que 
Ilf * ~sllLl.M.0. G c IlfllB.M.0.~ 
DPmonstration. On remarque d&j& bien que P, ne soit pas un semi 
groupe, que F&x, r) = (f * P,) *P,(x) est fhi pour tout s> 0, tout r> 0 et 
tout xE N (il sufflt d’estimer l  produit deconvolution P, * P,(x)). Main- 
tenant l’application $ donne G(f) = G(F) est sous additive et P, une mesure 
de probabilitk d’oti comme au chapitre IIIlemme 2.3 on a Gdf * P,) < G(f) 
et le rksultat p rapplication du thkorkme 6. 
LEMME 2.2. Soit fdans B.M.O. et F(x, t) = f * P,(x) son prolongement 
harmonique ciD alors il existe C et C’ ne dipendant que de n telles que 
sup XEN ,( j-, (x) IIWV, 4ll’ 4(v) $ G C llfll’B.~.o. f’ 
r 
et 
sup XEN I, (A(F, a, r)(v))‘@(v) < C’ Ilf 1li.rw.o. ”* 
r 
(x) 
Dkmonstration. Lethkorkme 6 t une minoration de la fonction de Green 
cl Ilf km. 2 ;y$ I, G(P, ~1, W’ . u, s)) II WV, s)ll’ dw(u, s) 
XEN 
C, Ilf II’,.,.,. > I WA ~1, (u, 3)) II Wxu, s)ll’ dw(u, s>D 
> I G(Q-4 VI, (u, s)) II W-w s)l12 dw(v). B, 
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On minore, comme au thkorlme 4,la fonction de Green: ici 0< s < T, 
y = Cr avec C trks grand par exemple 10’Oo, d’oti 1 > I/2 
G((O, Y), (u, s) 2 f(llys[(s + Y + 11#)’ + b2 - 4~sl-‘)“, 
od u = (b, z) (b E R, z E C”-‘). Pour uE B,(O) on a done la minoration 
G((0, y), (u, s)) > 1/2(4y~C-‘r-~)” > CS”~-” 
et 
de mSme 
I (A(K a, r)(u))* dP(u) B,(X) 
= 
I II VW, dll’ d(u). ltJl,<fS 
Mu) 1; --$ I, 
r 
(xu-,)
Mais pour Iu ) I < ar, B,(xu -‘) t B21a +,tl(x), d’oti 
( 
B,(x) 
(A(4 a, r)(u))’ Mu) < Cd {if, II ~WG Qll’ dP(u) 
Bz(a+l)r 
c C,Ca”W + a>)” rIlfllti.M.o. - 
Remarque. Nous avons ici deux mesures deCarleson sur N [32]. 
COROLLAIRE 2.3. Soit F dans H’ et g dans B.M.O. auec G(x, s) = 
g * P,(x) alors il existe une constante C > 0 ne d&pendant que de a et n telle 
we 
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Dkmonstration. On procede comme dans [9] et on pose A,(x) = 
A(G, a, T)(X) on a deja d’aprts le lemme 2.2 jB,(x)Az(x)d/3(x) < 
c II gllL.o. r”soit r(v) = sup{r > 0; A,(v) < lOC”* I] g]ls.M.O.) 
B,(x) = (u E B,(x); r(u) > r) U {v E B,(x) r(u) < r ) = B U A 
J 
B 
4(u) @(u) +j 404 4(u) <c II ~llL.0. FJ 
A 
si ’ E A Ar(u) > 1oc”2 11gllB.M.O. et Cr” 11 gkM.O. > .fA Af(u) db(“) > 
P(A) 102C II gll,.,,,. et B(A) < lO-*r”, PM) +PW = C,r” et P(B) > 
(C, - 10e2) rn = Clan puis en appelant I, le membre de gauche de l’egalite 
suivante 
= 
I( +QI IQ-(x, s) -VG(x, s)l P{u EB(x), s <r(x)/ 40) -$ N 0 
z,,<c, O”( VF(x, s) - VG(x, s)l dP(x) f
1, <I (I N ra.rlvlw) II W(x, s)ll’ dw(x, 4) 1’2 
X 
6 r,d~) 
II Wx, s)ll’ Wx, 9) v2 dP(u) 
1, <I A@, a)(u) A(G, a, r(u)) d/W). A 
Comme A(G, a, T(U)) Q lOC”* 1) g]le.M,o. et que d’apres letheoreme 2 
IIW < CIINL a)lll on obtient le resultat annonce. 
Remarque. On pouvait aussi demontrer cecorollaire en utilisant la 
caracterisation probabiliste de H’.
On peut aussi etudier la croissance des fonctions B.M.O. 
LEMME 2.4. JN-B1(0) d/l(x)/] xl! < +oo si et seulement sip > n. 
Demonstration immediate en integrant en premier lieu sur le centre d N. 
La demonstration du theoreme 6 nous montre que si f est dans B.M.O. 
alors I, If(x)] P,(x) d/?(x) < too. Comme PI(x) est fortement i egrable sur 
N puisque PI(x) < C 1x1~~” onpeut obtenir un meilleur comportement de f a 
l’infini. 
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LEMME 2.5. Soit f dans B.M.O., alors il existe une constante C, ne 
dependant que de a et n telle que pour tout a > 0 
Demonstration. Comme au theoreme 6 avec A= 1, sur N-B, 
1 + Ix~:+~ 2 2k(“+a) etCpEO 2 -ka(C, + k 2”) (+co, la suite &ant alors 
facile. 
3. Formule de Green d l’infini 
Le corollaire 2.3 nous montre qu’une fonction g dans B.M.O. difinit une
forme linlaire continue sur H’. On va Ctudier, dans ce paragraphe, dans 
quels cas elle coincide avec la forme lintaire sur le bord: 
f + If(x) g(x) 4%). 
On remarque que si F est dans H’, alors d’apres lacaracterisation 
probabiliste de H’ (theoreme 1 de [5], F(X,(t) est une martingale unifor- 
miment integrable et im,,, F(Xw(t)) = F(X,(co)) existe et st egale presque 
partout a une fonction f sur N et on a F(x, s) = f * P,(x). De meme si h est 
dans B.M.O. et H est son prolongement harmonique d’apres laremarque 3 
du paragraphe 2 H(X,(ao)) = h presque partout sur N. Le resultat esencore 
vrai pour fmesurable sur N telle que f. P;’ soit borne puisque dans ce cas 
f E L2(N, W 
LEMME 3.1. Si f et h sont dans L2(N, dp), ou si f mesurable sur N est 
telle que If(x) d/3(x) = 0 et f . P;’ est bornee t si h est dans B.M.O. alors 
jN f(xl h(x) @(xl = C 1 j- +O” v(f *P,(x)) . W * P,(x)> 4W). 
N 0 
Demonstration. Lecas f et h dans L2(N, dp) est pratiquement co enu 
dans la proposition 4.4 duchapitre IV.On regarde one le deuxieme cas et 
on applique laformule d’Ito au processus F(X,(t)) H(X,(t)) en tenant 
compte du fait que d(FH) = HA F + F A H + 2 VF + VH (le produit scalaire 
&ant entendu pour la mbtrique de D). Cela donne n prenant l’espirance de 
mesure initiale j3, 
= j- F(x, Y) H(x, u) d/W) + I+ (j’ vF(x,(s)) * vH(x,(s) ds) . 
N 0 
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Comme on a vu que F(X,(co)) G(X,(co)) =f a g presque partout ona 
d’apres le lemme 1.4.111 de [51 pour t= +a~ 
1, f(x) 0) d/U) =j Ftx> Y> Htx, Y) Q(x) 
N 
+ 1 (, Gt(x, Y), z) Wz) . vH(z) W 44x). 
N D 
On remarque alors que 
1 F(x, Y> W, Y) 40) = j f * PAX> h* PAX) &TX) 
N N 
= I f * P, * P*(x) h(x) d/3(x). N 
Mais comme F est dans Hz d’apres le lemme 1.2 du chapitre III
IF(x, Y)l< CY-“I* et If * P, * Py(x) h(x)1 < CY-“/* 1h(x)l. 
De plus comme on le verra au paragraphe suivant IF(x, Y)l <
ct1 +1x1 “+i’*)-’ desorte que d’apres lelemme 2.5 et le corollaire 2.1,en 
remarquant queI h * PyBO I < C ) hBO ]oii C ne depend pas de Y, on obtient avec 
une constante C’ ne dependant pas non plus de Y 
I F(x, Y)Htx, Y> d@(x) < C’ N 
et par le theorime d convergence dominie de Lebesgue 
;c 1 F(x, Y) H(x, Y) d/3(x) = 0. 
+ N 
Comme toujours par le lemme 2.5 sf(x) h(x) @(x) < +co et par le 
lemme 4.3 du chapitre IV 
5 G((x, y>, (u, s)) 4?(x) = C, min(s”, Y”>, N 
on obtient leresultat pour Y = +co par convergence dominee une fois de 
plus en utilisant le corollaire 2.3.
4. Etude de H’ et dkmonstration du th6orGme I 
Nous allons determiner un ensemble d fonctions elementaires dense dans 
H’. Cela ttt effectui dans le cadre de R” x I?’ dans [28] en utilisant les 
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transformies de Riesz. On s’inspirera d  [23) ou on fournit une 
demonstration evitant les ransformees d  Riesz en utilisant l  caracterisation 
probabiliste de Hi et le theorime d dualite H’ B.M.O. dans le cadre des 
martingales continues [ 141. Certaines d monstrations sont reprises d  [23] et 
adapttes i notre situation. 
LEMME 4.1. Soit F duns H’ et fsa valeur au bord alors pour tout s> 0 
1 
N 
f(x) d/?(x) = j- J-(x, s) &3(x) = 0. 
N 
Dkmonstration. On sait que f existe etque f = F(X,(oo)) presque 
partout. On applique encore une fois la formule d’Ito, avec t= +m, a 
F(X,(t)) avec pour mesure initiale /?, c qui donne 
I, f(x) dP(x) = j- F(x, s)4%x). 
N 
Comme f est dans H’ on a ) F\ < N(F, a) et N(F, a) est dans f,‘(N). De 
plus par le lemme 1.2 du chapitre IIIF(x, s) < CS-“. On obtient leresultat 
par convergence dominie lorsque s --t +co. 
LEMME 4.2. Soit fmesurable sur N telle que j,f(x) djJ(x) = 0 et ou bien 
f est Li support duns une boule de Koranyi et born&e ou bien fP;' est born&e 
alors F (F(x, s) = f * P,(x)) est duns H’. 
DPmonstration. Onne verra que le premier cas. Pour le second il s&it 
de tronquer et d’utiliser la d croissance de f pour se ramener aupremier cas 
ou encore de travailler en couronnes successives comme au theoreme 6.On 
suppose que fest bornee par C sur la boule de Koranyi BR(x). Par action de
N on peut deja supposer x = 0; par action deS on se ram&e a la boule 
unite. Sif,(x) =f(R . x) on a de suite par examen du noyau de Poisson 
et 
f, * P,(x) = F,(x, s) = F(R . X, R . s) 
1 N(F,, a)(x) @(xl = R-” I NC& a)(x) @(xl 
N N 
et de plus la norme de F dans H’ ne depend que de CR”. On suppose done 
que f est born&e par C sur B,(O) et d’apres lelemme 2.1, II de [5] on 
supposera aussi que a = 1. On utilisera ici l jauge ]- I2 et mi%me ]. ],v’ pour 
utiliser l’inegalite de Cygan [4] qui simplifiera les calculs. On adeja 
IF(x, s>l<C et IIW’)lI, <C et I N(F)(x) d/I(x) < C, 16”k’. 
B do) 
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11 suffit done d’estimer N(F)(x) pour Ixlz > 16k2, ouk > 1 sera Iixe par la 
suite 
ml, s)=s f(x) PA g-’*x> d/w) B,(O) 
1 g-’ . xl;” > ) gli’” etsi lx12 > 4 et IxJ2 < 1 < 1 gj,/4 ona 1 g-’ . xl2 > Jgl,/4. 
(1) Soit pour Igl,>4 F(g,s)< CC, 24”s”lgl;2n. 
(2) Estimee d F(g, s) pour (g, s) ET,(x) avec Ix12 2 16 et s < 1. 
On a Ix-’ .gl, <s < 1 d’ou Igl, > 9 et I gl, > 9/16 jx12; d’oi par (1) 
Pour s+ +co ii faut faire intervenir le fait que fest d’integrale nulle t on 
estime d’abord legradient de P, sur l’horosphere A, pour sa mitrique. 
Notons le I’, et posons g=(u,z), ~lz~~2=~~=21~k12 et avec Z,=X,+iY,, 
ou X, et Yk, 2< k < n, sont les champs invariants  gauche d&is au debut 
de I’article on a d’apres le lemme 1.1 du chapitre I 
IIv,P,l12=~IzcPsl'+ 2 2,
2 I I 
Z,P,( &?I = 
- Zns”.qs + 11 zII2 + iu) 
(u’ + (s + ~~z~~2)2)“+1 ’ 
comme 2~“~ lzkl ((s + ~lz~/‘)’ + u’)l” < u2 + (s + ~~z~~~)’ on a IZ,P,(g)l < 
(2/s)“’ p,( d de m&me IWWW G WMd et II V,(dl< 
,/s”~ (n - 2) 2”2 + l/~“~) P,(g) de sorte que pour s tendant vers l’infini 
l’estimee sera meilleure. Maintenant comme f est d’integrale nulle 
m,s)={ RW’ ’ g) - P,(g)) F(x) @(x). 
El(O) 
Par le theorime d s accroissements fi isur l’horosphire A, en notant par 
d la distance geodesique et par B(g, r) une bottle g odesique de centre g t 
rayon ron a 
I PAX- ’. g) - P,(g)l G 40, x) yEB~$o,x)) II ~1Ps~W 
Compte tenu du fait que [xl2 < 1 et du calcul des geodesiques du 
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chapitre I ona d(0, x) < 3. On peut done trouver k > 1 ne dependant que de 
la geometric deshorospheres tel que 
w&T, 40, x)) = g * W-J, q, xl> = g * NO, 3) = g . B@(O), 
ou ici Bk2(0) est une boule de Koranyi derayon k*. 
Supposons / g], > 4k2 d’ou ]Y-’ . g], < 1 g],/4 et par l’inegalitl de Cygan 
1 g], < 4] Y], ce qui donne n utilisant l  majoration de ]( V,P,]] pous > 1 en 
posant C, = 32% [(n - 2) 2”’ + I 1. 
(3) I g/, >4k*, I Ye’ .gl, <k* et 
C, sn- “*/(I g(; +s*)” d’ou 
s > 1 S- lP,(x-’ . g)-P,(g)/ < 
(4) si ] g], > 4k* et s > 1 ]F( g, s)] < CC&-I’*/(] g]:+s’)~. 
(5) Estimie pour (g, s) E T,(x) ]g], > 4k2 et s > 1. 
Ona]g-‘. xl2 < s d’ou par un petit calcul a ’aide de l’inegalite de Cygan 
1x1: ,< 15(] g : +s’) et finalement avec (4) 
F(g, s) < ls”+“w, ]x];(n+“? 
(6) Estimee pour (g, s) E T,(x) Ig], < 4k2, s> 1 et (xl 2 16k2. 
On a I g], < ]x]*/4, ] g-’ . x/ < s, d’ou Ix]*/4 < s. 
Comme Fk, 4 = SB,(o) PS(v-’ . g) - P,(O))f(u) @(v) on utilise encore 
l’estimee 
IP,(u-’ * g) - P,(O)1 < d(0, u-’ * g) c,s-“*P,(o) 
comme ] u I2 < 1 I g], < 4k2 on a d(0, u-i . g) < 3(2 + 8k2) et 
IF( g, s)l < 3C(2 + 8k2) S-@+l’*) < 3C 4”+“*(2 + 8k2) /~l;(“+~‘*) 
D’oti dans tous les cas N(F)(x) < C’ ]x ]F(~+ ‘I*) etN(F) EL’(N) d’aprts le 
lemme 2.4. De plus si F est i support dans B,(O) on aura N(F)(x) < 
C/R” lXpl/*)~ 
PROPOSITION 4.3. Soit F dam H’ et f sa ualeur au bord. I1 existe une 
constante C indkpendante de F telle que 
Dtfmonstration. O  sait par le theoreme 1 de [5] que sup,,,, E4‘[F*] = 
IIFIIT, ou F*(o) = supt>,, IF(XU(t))l, detinit une norme Cquivalente a celle 
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definie par I]F]I, = IIN(F, a)l],,(N). On sait aussi par [S, p. 3271 que p(s) =
E”s]F*] est une fonction croissante. SoitF dans H’ telle que 11Fl1, # 0, saris 
quoi c’est termine, il xiste s,>0 tel que llFl[T < 2E4’“[F*] < +a. 
On considke alors la martingale F(X,,,(t)) = Z(f) qui appartient i H’(J?,J 
(H’(j3J est l’ensemble desmartingales M(t), continues sauf en 0, 
relativement aux tribus L8t de la diffusion X,(t) de D avec mesure initiale /3 
sur l’horosphere /is0t lles que EDso[M*] = IMI/* < +oo). On tronque alors 
cette martingale desqu’elle devient plus grande que le noyau de Poisson par 
le temps d’arret 
T= inf{t > 0; IZ, - Z,I > @,(X,(O))} = T(k) 
et on pose Zy = ZtAT qui est encore une martingale de H’@,J dont la norme 
est dominie par celle d Z,. On fixe done k assez grand pour que 
11 F/If < 2E4’“[(ZT)*] < 2E’-‘[F*]. 
On applique alors la proposition 3.9de [ 141, qui est la version 
probabiliste de la proposition que l’on veut dimontrer, h lamartingale Zf 
IIZTII* < C,supb+‘(ZT, T),: YB.M.O., II Yl1e.M.o. < I}, 
oii (Z’, Y), est le processus croissant ssocie au processus Z’(t) Y(t), ouYt 
est une martingale B.M.O. pour les tribus dumouvement brownien deD et la 
mesure initiale p,, et C, ne depend pas de Z. 11 ne faut pas oublier le saut de 
la martingale  ’origine, de plus la proposition n’est e ablie que pour une 
mesure initiale finie mais se gtneralise facilement au cas de 8,“. Cette 
proposition est llementaire et beaucoup plus facile que le theoreme d dualite 
Hi B.M.O. probabiliste qui demande une extension de l’espace de probabilite. 
On choisit alors Yt telle que 
llF[l; < 2C,E4”o(ZT, Y), = 2C,E4”0 [ZoYo +~o;d(Z’ Us] 
On tronque aussi lamartingale Yt d&s qu’elle depasse l noyau de Poisson 
par un temps d’arret T(k’) et toujours par convergence dominee pour k’ 
assez grand et fix& avec Y; = Yr’ - Y, 
IIFIIT < 2C,@s-c1 
On a aussi Y’ Ctant born&e 
1 
. 
)+o d(Z, Y’), 1 = Ebso[Z, Y;] = E4”[ Y;Z,] 
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puisque 
l+[ Yk(Z, - Z,)] = l+[E[ Yk(Z, - Z,) I2q] 
= EDSO[ Y&qZ, - Z,)IAq]] = 0 
car Z(t) est une integrale stochastique. Cela nous donne 
On detinit alors les fonctions h et1 sur N par h(x,(O)) = Y,(X,(O)) od 
X,(O) = km %A h est A&, mesurable etbornee par 1 du fait que 
II YII B.M.O. < 1 4X,(~)) = +vxo1 ( on sait par [5] que le temps de vie 
de la diffusion est intini et que X, E 3D). On a 
~4”[yoz,l = 1 +  so) h(x) 40) =j fYx) h * p,,w f ) 
N N 
et par le lemme 1.4 de [5] 
EbSO[ Y;z,] = E”“qF(xw(al)) EDSO[ Y$Y,]] = j f(x) f(x) d/?(x) 
N 
et avec une boule B de Koranyi assez grande 
IPIll* < 2CI 1(h *co ’ lB(X) + G))f(x) Mx). 
N 
11 reste done amontrer que g = h * PSO .1, + 1 est dans 37 
(a) La condition de croissance: comme Ih * S0] Q ]h I < 1 c’est termine 
pourh*PSO. 1,. 
]&AT,)] &ant majoree par k’P,(X,) ilsuffh d’estimer E4”~[PI(X,)IX,]. 
Pour cela soir m > 0 mesurable sur N. On a alors compte tenu des lemmes 
1.2 et 1.4 de [5] 
= 5 N m * p,,W PI(x) 4%~) 
= 5 m(x) 4 * p,,(x) 4%~)~ N 
d’oii E4s~[P1(X,J IX,] = P, * Pso(xw( co)) presque sfirement. 
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On veritie alors aisment que P, * PSO ala croissance voulue enecrivant 
p, * P,,(x) = J
B(O,1/21~12) 
+ P,(u) psoo- l . xl@(x) 
et en majorant PSO dans la premiere integrale et P,dans la seconde. 
(b) Estimee d la norme B.M.O. de g 
IP *PO lBllB.M.o. G 1 car PII, G1. 
Pour estimer la norme B.M.O. de 1 on utilise un remarque due a Herz qui 
permet de caracteriser la no me B.M.O. au moyen de fonctions particulieres 
de H’. j &ant une fonction localement i egrable sur N et B une boule de 
Koranyi de rayon R. 
hi Ijtx) -.&I #tx) = ,;ytl &j (.dx> - .iB) m(x> @tx) 
B N 
1 
= sup - 
Iml<la IBI Ax)(W) - m,) ax) 
q(x) = l/IBI (m(x) - m,) est une fonction a support dans B d’intlgrale nulle 
et majoree par 2/l B ] = 2/c, R” appelee un(2, B) atome, d’ou 
Soit alors q un (1, B) atome et on va majorer uniformement 
,-N l(x) dx) d@(x)* ’ nremarque d’apres le lemme 4.2 que Q(x, s) = q * P,(x) 
est dans H’ avec une norme independante de R. On considere alors la 
martingale Q, = Q(XJt)) qui d’apres letheoreme 1 de [5] est dans H’(j?J. 
Partant dela definition de I et utilisant le lemme 1.4 de [5] et tenant compte 
du fait que (] Y’]] B.M.O. < 1, Yb = 0, I Y’] <k’P,(X,) on obtient 
On utilise alors la version probabiliste de l’inegalite du corollaire 2.3 
donnee par le theoreme 3.5 de [ 141 d’ou 
I 4x1 q(x) Q(x) GC II QIIT II rIls.wo. G C II Qll: N 
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ou C ne depend ni de Q ni de Y’. Et avec une autre constante 
C’ /IQ . BM.O, < C’ ceci nous permet de determiner un espace de Hilbert 
contenu dans H’ sur lequel ladualite s’exprime simplement. 
COROLLAIRE 4.4. Soit f E L*(N, P; ’ d/l) ef J,f(x) dp(x) = 0 alors 
FE H’ (F(x, s) = f * P,(x)). 
Dkmonstration. Soit gE F. 
5 f(x) g(x) e(x) N 
= I f(x)(&) - g *P,(O)) axN 
< 0 Nf2(X) K’Wd8q’* ((g - * pm)* fw))“‘7 
d’ou par le theoreme 6 avec une constante C universelle. 
i f(x) g(x> dP(x) ~ ’IlfllL2(N,Pi’d4) II gll*.,.,. N 
et le resultat p rla proposition 4.3.
Dkmonstration du thPor;me 7. Soit FE H’, F(Xw(t)) = Z(f) la 
martingale correspondante et Z; = Z, - Z,. On a encore 
Ebs[(Z - Z’)*] = E4s[lZ0f] = j If * P,(x)1 dp(x). 
N 
11 resulte du fait que FE H, N(F, a) E L’ et 
If *P,(x)1 &+-Y we kn~ 1If *P,(xI Mx) = 0. 
N 
On fixe alors s0pour que cette integrale soit plus petite que s. 
On coupe ncore lamartingale d&s qu’elle domine le noyau de Poisson par 
T= {inft: lZ;l > kP,(X,)} 
et on pose Z;’ = Z;,,. Lorsque k -+ co T + co, d’ou encore par convergence 
dominee (IlZ’ -Z”llT < 2 IFlIT) il existe k> 0 fixi tel que 
EBso[(Zr -Z”)*] < E, d’ou EI “[(Z -Z”)*] < 2.5. 
On detinit alors comme precedemment u efonction 1 sur N par Z(X,) = 
E4’0[Zl,lX,]. Z’,est PbsO integrable par construction et d’integrale nu le 
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(espkrance d’une intkgrale stochastique) et bornke par k’P,(X,), d’oti comme 
pour la proposition 4.3 I est dans Hi, puisque majorCe par k’P, *P,(x). 11 
reste h &valuer lanorme de f - 1 dans H’ en utilisant l  proposition 4.3.Pour 
cela soit qE.F et Q(x, s) = q * P,(x) et la martingale Q, = Q@-(t)) 
toujours parle lemme 1.4 de [5] on a 
(f(x) - 0)) (76) M(x) =~“““ls(~,)(f(x,>(f(x,) - Um))l 
= Eb”“[q(X,)(Z, - Z,,)]. 
On utilise un fois encore le thkorkme 3.5 de [ 141 sans problkmes car Q, 
est bornke. 
I (f(x) - l(x)) q(x) dP(x) G CJ+[(Z - z”>*] II Qrlla.M.o. < 2Cc. 
Remarque. Ce thkorkme est arapprocher du risultat de Garnett e Latter 
sur la dkomposition atomique d H’ dans le cas de la boule de C” [ 121. 
5. Dt!monstration du thbor2me 8 
Soit rp une forme linkaire continue sur H’ d’aprks lecorollaire 4.4 elle 
induit une forme linkaire sur L*(N, P;’ d/l). 11 existe une fonction 
g E L*(N, P;’ d/3) telle que pour toute fonctionfdans L*(N, P;’ d/?) p(f) = 
.f, f(x) g(x) WI. C omme les fonctions d’inttgrale nulle, born&e etg support 
compact sont dans L*(P;’ d/3). Onen dkduit par la remarque d Herz que g 
est dans B.M.O. Alors d’aprb le corollaire 2.3 
Y(F)=J /+a
N 0 
Wx, s> .Vg * P,(x)> dP(x) ; 
dkfinit une forme linkaire continue sur H’. De plus i FE Hi et f est sa 
valeur au bord on a d’aprks lelemme 3.1 V(F) = I, f(x) g(x) d/?(x). !P
coincide done avec psur Hi qui est dense dans H’. C’est done termink etg
est unique i une constante pris. 
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